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等函数的映射及保形映射的应用需要在课堂上提早讲述，那么可以在讲完第3章 
初等函数后就直接讲述第8、9、10章. 
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第 1 章复 数 

在本章中，我们将全面论述复数系的代数和几何结构.我们假设实数的各个对应性质是已 
知的. 

1加法与乘积 

复数可定义为一有序实数对 U , y )， 正如实数 X 可认为是实轴上的点一样，复数（: c ， W 
可解释为复平面中的点，其直角坐标为 I 和 y 当实数 I 看作实轴上的点(: C ，0) 时，则实数集 
是复数集的一个子集.形如 (0, : y ) 的复数对应于3 ■轴上 的点，称为纯 虚数； 称; y 轴为虚轴. 


习惯上用 z 表示复数( X ，>0,因而 

Z = (x,y). (1) 

1和: V ，分别称为复数 Z 的实部和虚部.记作 

Re z = X ， Im z = y . (2) 

复数4=(^， >0* Z2 = (： c 2 , 相等，是指它们的实部与实部相等，虚部与虚部相等.于是 
Zl = 々是指 々和 々对应复平面(或=平面）中相同的点. QD « 

两复数21 =(；!：,，： yi ) 和 z 2 =(: c 2 ，： y 2 ) 的和 4+ Z 2 以及乘积 ZiA 定义如下： 

(工1 ，％) + ( 工2 ， y 2) = ( 工1 + 工2，3»1 +，2)， (3) 

( x , , ^ i )( x 2 *> 2 ) = — y x y 2 , y \ X2 + j ： i ^ 2 ). ⑷ 


注意当限制到实数时，由方程 (3) 和 （4) 定义的运算成为通常的加法和乘法运算 
(a：i 9 0) + (X2 *0) = (Xj + Xz »0), 

( j ：! ,0)(^2 »0) = ( XiX 2 *0). 

因此复数系是实数系的自然推广. 

任何复数 z = Cr , 必可写成 z =(： r ， 0) + (0, ： y ) 且容易看出(0, 1)(^, 0) = (0, y ). 

因此 

z = (x,0) + (0,1)(^»0); 

并且如果我们把实数看成 z 或(7, 0) 并用；表示虚数(0, 1)( 参见图 I ) 0 ，则有 
， z ^ x + iy. 

通过约定^= =， d = a 2 , 等等，我们发现 

i 2 = (0，1)(0，1) = (-1,0) 

或 • 

i 2 =-1. 

根据表达式 (5), 定义 （3) 或 (4) 成为 

© 在电学中，用宇母 j 代替 i . 




( 工 】 + iy \) + (x 2 -+- iyz) = (xi + x 2 ) + i{y\ + yz) , (7) 

(^1 + iyOioc 2 +iy 2 ^> = (xj x 2 — y\yz) ~\~ iiy\x 2 + x x y 2 ). (8) 

注意到这些方程右边可通过如下方式 得到： 即形式地把左边的每一项当成实数进行运算，遇到 
P 用 _1 代替. 

2基本代数性质 


复数的加法和乘法的各种性质与实数的加法和乘法的各种性质相同.我们列出其中的最基 
本代数性质，并证明它们中的一些基本代数性质.其他基本代数性质在练习中证明. 

交换律 


和结合律 



(Zi +22) + 之3 — 2^1 + (之2 + 之3)， (2：1 2^2 )^3 =之1(2 2 2： 3 ) 


( 1 ) 

(2) 


容易从第1节中复数的加法和乘法的定义和实数运算满足的法则 得出. 例如，如果4=(4, 

: yi ) 和2：2 =(工2，： y 2 ) ，则 


Z! + z 2 = (j：i +x 2 + yz ) = (x 2 +Xi jy 2 + yi) ^ Z Z + Zi ， 


如上其余法则以及分配律 

z{zi + z 2 ) = zz-i + zz 2 (3) 

的证明是类似的. 

根据乘法的交换律，有因此我们可用 z = 代替 z = 同样因为结合律， 

正如实数一样，不用括号的和 4+ A + A 或乘积是有定义的 • 

实数的加法单位元0=(0, 0) 和乘法单位元1 = (1， 0) 完全可以移到复数系 中来. 即对每 
一个复数 z 

z + 0 = z 和 z • 1 = z . (4) 

此外，0和1是唯一满足此性质的的复数(参见练习 9). 

对每一个复数 z = ( x ，； y ) ，有一个相应的加法逆元 

—z = (― x , — y ) ⑸ 

满足方程 z + ( — z )=0. 此外，由方程 ( x ， y ) + ( u , t ;) = (0，0) 可推出 m =_ x ， z ;=—： y ， 对 
每一个复数 z ， 只有一个相应的加法逆元.由于一 （&) = ( .一 Oy = K _; y ) (练习8)，表达式 （5) 
无疑也可写成加法逆元可用来定义 减法： 

- Zi — Z 2 — Zi + (— Z 2 ). (6) 


因而，如果；= 0” ： yi ) 和 z 2 = (: r 2 ， y 2 ) 那么 

z, — z 2 = (xj — x z ,y x 一 ; y 2 )= ( 工 1 —x 2 ) +t(yi —A). ( 7 ) 

对任何非零复数 2：=(工， J )， 存在一个复数 厂 1 满足 zz_1 = 1 . 这个乘法逆元没有加法逆 
元那么明显.为了找出这个乘法逆元，我们寻找实 数“和 t 使得 



( x f y )( u , v ) = (1,0). 

根据第 1 节定义两个复数的乘法的方〃和必须满足一对线性齐次方程 

xu — yv — 1, yu -\- xv = t- , 

简单的计算得到唯一的解 


因而 z =(： r ， ： y ) 的乘法逆元是 

当2=0时，乘法逆元没有定义.事实上， Z =0 意味着 x 2 +/=0; 这在表达式 （8) 中是不 
允许的. 

练习 

1. 验证下列 等式： 

(a)(V2-0-i(l-V20 = -2i ； (b)(2, —3)( — 2 ， 1) = (-1, 8), 

(c)(3, 1)(3, _1)(+， ^) = (2, 1). 


2. 证明 

( a ) Re ( iz ) = —Im z ； ( b ) Im ( tz)=Re z. 

3. 坪明 （l + z) 2 =l + 2 z + z 2 . 

4. 验证两个复数 Z = 1 士 i 中的每一个满足方程 ^—2 z +2 = 0. 

5. 证明乘法的交换律，即第2节方程 （1) 中的第二式 • 

6. 验证 ‘、 

( a ) 加法的结合律，即第2节方程 (2) 中的第 一式； 

( b ) 第2节分配律 (3). 

7. 用加法的结合律和分配律证明 

z(zi + Z 2 + Z 3 ) = ZZi + ZZ2 + zz 3 . 

8. 记 i =(0, 1) 和: y =(; y ，0) ，证明 一（ i ： y ) = ( — i ) y = i ( — y ). 

9. ( a ) iB ( x , >-) + («, t ；) = ( x , y), 指出复数 0=(0, 0) 作为加法单位元是满足此性质的 
唯一加法单位元. 

( b ) 记 ( x ， y )( u , v ) = ix , y ), 证明复数1=(1， 0) 作为乘法单位元是满足此性质的唯一 
乘法单位元. 

10. 通过记 

(•r ， jy)(x ，： y) + ( 工 ，：>0 + (1 ， 0) = (0,0) , 

然后解关于 I 和: y 的线性齐次方程，解关于==(工，： y ) 的方程 z 2 + z+l = 0. 

提示： 利用任何实数不满足给定的方程这一事实证明 y 关 0. . 
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答案： z =(- y , ± y )- 


3 其他性质 


在这一节中，我们叙述一系列复数的加法和乘法的其他代数性质，这些性质能从第2节已 
经叙述的性质中推出.因为这样的性质对实数也成立，从而这样的性质对复数可预计是继续有 
效的，读者可直接阅读第4节而没有太大的损失. 

首先注意到乘法逆元的存在性使我们能 证明： 如果乘积是零，则因子 A 和心中 
至少有一个是零.因为假设4^ = 0和逆元 zr 1 存在； 根据乘法的定义任何复数乘零是零 • 
因此 


Z 2 = 1 • z 2 = (^r ： 2：l)^2 = (^1 Z 2 ) = zT l • 0 = 0. 

即， 如果 2： l 2：2 = 0， 或者 =0 或者 2： 2 ==0; 或者 Zi 和 2：2 都等于零.说明这一结果的另一方法 
是： 如果两个复数 A 和々都是胙零复数，则它们的乘积也是非零 复数. 

除以一个非零复数定义如下： 


如果 Zi =( xi , : yi ) 和 

— —(工 1 ，_yi)( 

Z Z ' 

即， 


—= ZizJ 1 iz 2 尹 0). 

之 2 

(: r 2 , ： y 2 )， 此处的 （1) 和第2节的表达式 ( S ) 说明 
—yz 、— ( x x x 2 +^ i yz y\^z 


d M d 十: yi 




x\ +yl x\ +y Z 2 


Zi_ = {XyXz + >1 yt ) +i(W2 —工1，2) ( Z2 一 0). 

z 2 x\ + yl • 

虽然表达式 （2) 不容易记住，但可以通过写（参看练习 7) 

Zi_ ^ (XI + 〜）（工 2 — iyz) 

Zz (x 2 + 〜） ( 工 2 — ’ 

然后把右边的分子和分母分别乘出得到，最后利用性质 

= ( Zl + Z2 )*r = - + - u 3 ^o). 

«3 ' Z 3 Z 3 . 


从方程 (3) 出发的动机在第 5 节 说明. 

涉及商的等式可从如下关系得出. 

丄 = zi l (z 2 ^ 0) , 


这就是当 Z != l 时的方程 （1). 关系 （5) 使我们能把方程 (1) 写成形式 

S = 0 (Z2 ^ 0) - 


( 1 ) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


( 6 ) 


同样，注意到（参看练习 3) 



{z^z 2 ){z^ x Z2 X ) = (zizY l )(z 2 Z2 1 ) = 1 ( 之 1 ^ 0,Z 2 # 0 )， 


和 （々々厂 1 -^ 1 ^ 1 ， 我们能用关系 （5) 证明 

= (z^z 2 )~ 1 = zi l Z 2 l = (~) (~) (2：1 ^ OfZz ^ 0).. 

另一个有用的、将在练习中导出的等式是 

Z 3 Z 4 \z 3 1 \z A } 

例 现验证如下的 计算： 

/ 1 W 1 \_ 1 _ 丄 5±i = _ 5 + t 

\2-3 j\l + J _ (2-30(1 + 0 5 -f # 5 + z * _ (5- 

= 5 + i = + = A + 丄. 

— ~ 26 ~ ~ 26"^26 _ 26^26' 

最后，关于实数的二项式公式对 复数仍然成立 .即： 如果是两复数 


0(5+0 


(A +之 2 )” 




r*z* (n = 1，2，...） 


其中 


( W W n ~ ' (k = 0,1,2,•••,«) 

\k) *!(” 一 《! 

且约定 0! =1. 其证明用数学归纳法，留作练习. 

练习 

1. 把如下的量化为 实数： 

( a ) l ^ + ^ r ; ( b ) ( l -0(2-0(3-0 ! (C)(1_ ° 4 - 

答案： （ a ) — 2/5; ( b ) — 1/2; ( c )-4. 

2. 证明 

(a)( —1)2 ： =—z; (b)jy^ = z(2 ： ^0). 

3. 用乘法的结合律和交换律证明 

UlZ 2 )U 3 Z 4 ) = (zi 23 )(2224). 

4. 证明如果 az 2 z 3 =0, 则三个因子中至少有一个是 ()▲ 

提示： 重写为且利用关于两个因子（第 3 节）的类似结果 • 

5. 利用第3节表达式 (2) 后面描述的方法，导出关于商盖的第 3 节表达式 (2 ). 

6. 借助第3节关系 （6) 和（7)，导出等式 (8). 


( 7 ) 


(8) 


(9) 
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7. 利用第3节等式 (8) 导出消 除律: 


= — (z 2 ^ 0,z ^ 0). - 

z 2 z z 2 

8. 用数学归纳法验证第3节二项式公式 （9). 具体地说，首先注意到这一公式当 《=1 时 
是成立的.然后假设这一公式当 n = m 是成立的，其中表示任一正整数，证明当 n = m + l 
时这一公式也必须成立. 

4模 


对每一个非零复数 z = z + d ， 很自然对应复平面一个从原点到点 U ， ： y ) (第1节）的有向 
线段或一个 向量. 事实上，我们常常称 z 为点 z 或向量在图2中数 z = x + z > 和一 2 + i 在图 
上表示成点和半径向量. 



根据两复数 A - Xi + l •: V !和2 2 =工 2 十 i ： y 2 的和的定义，数 A + Z 2 对应点（而+心， M + M ). 
它也对应其分量是它的分量的向量.因此可如图3显示那样用平行四边形法则得到. 
差 Zl — 々二力+纟一 z 2 ) 对应向量 A 与 一 z 2 的和(参见图 4). 



虽然两复数 A 和 z 2 的乘积本身也是复数，也可以用位于 A 和々所在的平面中的向量表 
示，但这一乘积不是标量也不是用普通的向量分析方法得到的向量. 

在把实数的绝对值的概念推广到复数时，复数的向量表示特别 有用. 一个复数2 =工+ 0 
的模或绝对值定义为一个非负数且表示为丨 z 丨；即， 

u I = Vx 2 + /• ⑴ 

几何上，数丨是点( I ，： V )到原点的距离，或表示 z 的向量 长度. 当: y = o 时，此数在实数系 
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图 4 


中是通常的绝对值.注 意除非 A 和々 是实数， 否则 不等式 z,<z 2 无 意义. I 4 | <丨 z 2 丨表 
示点 Z, 比点 z 2 更靠近原点. 

例 1 由于 I —3 + 2i 丨 =/l3fq | l + 4i I =/17, 点 一3 + 2; 比 l + 4i 更靠近原点 • 

两点 A =：!：, + 和 z 2 = : c 2 + i ; y 2 ■之间的距离是1 z , — z 2 | . 这从图4中可看出，由于 
| Zl - z 2 | 是向量 Zl _ z 2 的 长度； 通过平移半径向量 z . - z 2 ,可把 a — z 2 解释成从点（1 2 ， 

A) 到点(X,，％)的有向线段.另外，这也可以从表达式 

zi — zz ― (xi — x 2 ) + Hy\ — yi~) 

和定义 

I Zi — z 2 I = 」 (xi — x 2 ) 2 + (: Vi — y%) % 

得到. 

圆心在 z。 半径为 i? 的圆周上的点与满足方程 I 。丨=尺的复数 Z 是一一对应的.我们 
把这些点的集合简写为圆 I I =R. 

例2方程 U—l+3i | =2表示中心在％ = (1，一3)，半径为 R=2 的圆周. 

从定义⑴得到实数 I z 丨 ， Re z = x, lmz = ：y 满足方程 

| z | 2 = (Re z) 2 + (Imz) 2 . (2) fTI 

Re z < I Re z I < I z I 和 Im z < 丨 Im z 丨 < | ■ z 丨 . （3) 

现回到 三角不 等式，此不等式对两个复数 A 和々的模给出了一个上界 • 

| Zl + Z 2 I ^ I Zi I +1 Z 2 I . ⑷ 

如图3,这个不等式几何上的重要性是明显的，因为它说明了三角形的一边的长度小于或等于 
另外两边长度的和.当 A 和 z 2 是共线时，从图3中可以看出不等式 （4) 实际上是等式.另外， 

严格的代数证明在第5节练习16中给出. 

三角不等式的一个直接结果是 

\ Zi+Zz | ^ || 2：, | — | Z 2 II • 

为了导出不等式（5)，可以写 

| Z , I = I (zi + Z 2 ) + (― Z 2 > |<| Zl +z 2 l + |— «2 I » 


( 5 ) 
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这说明 


I ^1 + I ^ I Zl I — I z 2 I . (6) 

当丨 I > I h I 时，这就是不等式 （5)， 如果丨 Zl I < 丨 Z 2 丨，只需在不等式 （6) 中交换 Zl 和 
的位置，得到 


I Zi + z 2 I ( I Zi |~I z 2 I ), 

这就是所希望的结果.当然，不等式 （5) 说明三角形的一边的长度大于或等于另外两边长度 
之差. 

因为丨 一&丨 = I 々丨，在不等式中 （4) 和 （5) 可用 _ z 2 代替 z 2 ，. 我们把这些结果概括成特 
别有用的 形式： 


I ± 之 2 I <1 A | + | Z 2 | ， （ 7) 

I Zi 士 Z 2 II z , | — | z 2 II . (8) 

例 3 如果点 z 在圆心为零的圆周丨 Z 丨=1上，则 

I z -2 |<| z |+2 = 3 
且 

I Z — 2 II z |— 2 | = 1. 

三角不等式 (4) 用数学归纳法可以推广到有限 项和： 

I A + z 2 + …+ 丨 < 丨 zi | + | z 2 | + …+1 z” 丨 （w = 2,3,…). （9) 

为了在这里给出归纳法的详细的证明，往意当 ”=2时不等式 （9) 就是不等式 （4). 进一步，如 
果不等式 (9) 假设当 》=m 时成立，则当 《 = m+l 时不等式 （9) 也必定成立，这是因为，根据不 
等式 (4) 

| (zi - hz z - [-*„)+ 2W, I < I Z, + Z 2 - 1- z „ l + l Z ^-1 I 

< ( I z! 1 + 1 z 2 1+ … +| I ) +1 2Vh I . 

练习 

1 . 当 

(a) Zl =2i, z 2 = j~ii (b) Zl = (-V3, 1), z 2 =(V3, 0)； 

(c)«, = (-3, 1), z 2 = (l, 4); (dDz^^+t^,, zfxrijy! 时， 

用向量标出数 A+A 和 A 的位置. 

2. 验证第 4 节关于 Re z、Im z 和 U 丨的不等式 （3). 

.3. 验证在 | z | > | Re « | + I Im z | . 

提示： 把不等式变为 （ 丨 Z 丨一 I y 丨 y >0 

4 . 在如下情况下，画出满足给定条件的点集的草图. 

(a) | z-l + i I =1; (b) I z+i \ <3； (c) | z ~ 4 i | >4. 

5 . 利用 I I 表示两点 A 和々 之间的距离，给出如下的几何 证明： 
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(a) I z~Ai I + I z~\~Ai \ = 10 表 7K 其焦点是 (0 ，士 4) 的搁圆； 

( b ) u-i I = I 表示通过原点斜率为一 1的 直线. 


5共轭复数 

一个复数2=工+&的共轭复数，或简称为共轭，定 
义为复数 x — iy ， 表示为 h 即 

z = x — iy. (1) 

用点 （* r ，一： y ) 表示数 z ， 这是表示 z 的点（工，： y ) 关于实 
轴的反射（图 5). 注意对任意心有 

S = 2：和 | Z | = | 2： 1 
如果 A = A + 和& = 工2 +卜 2 ，则 



zi + z 2 = (xi + x 2 ) — Hy\ y 2 ) 

=(xi — iyi) + ix 2 — iy2). 


因此和的共轭等于共轭 的和： 
类似地，容易证明 

和 


之1 + 之2 = 2：! -h Z 2 . 


Zi — z 2 = zi — Z 2 ^ 

Zj Z 2 — Zi z 2 9 


( 告 )= 奮 (Z2 ^' 


复数 z =： t + z > 和它的共轭 5= X — b 的和是实数 2 Z ， 差是纯虚数 2 b . 因此 
Re z = Z t Z ， Im z =— Z > 


复数 z=x+iy 的共轭与它的模有一个重要等式 

^ =U I 2 . 


( 2 ) 

(3) 

(4) 

(5) 


( 6 ) 

(7) 


其中每边都等于 y + y . 这给出了决定第 3 节的表达式 （ 3 ) 中的商的一个^ ■法. 这方法 
是将的分子和分母同时乘以 S ， 从而使分母变成实数 • 

例 1作为一个例子 

-l + 3t _ (-1 + 30(2 + 0 = 一 5 + 5i = -5 + 5t =一 ^ + 厶 
2-i (2-0(2 + 0 I 2 - f 1 2 5 


也可参看第3节末的例子 • 

在从如上所述的共轭复数的性质得到模的性质中，等式（ 7 )特别有用.我们叙述 

| Zi Z 2 I = | Z ] || z 2 I 


和 
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( 以 o). (9) 

I I I «2 I 

记住模是非负的，通过写 

I Z]Z 2 I 2 = (z 1 z 2 )(z l z 2 ) = (Z! z 2 )(zi Z 2 ) = (2^ Zi)(Z 2 Z 2 ) = I Zi \ 2 \ Z 2 | 2 = ( | Z, [| Z 2 | ) 2 
性质 （8) 就可以得到.性质 （9) 可用类似的方法验证. 

例2性质 (8) 告诉我们 | z 2 丨= | Z | 2 和 || = | z 丨 3 .因此如果 Z 位于中心在原点、 
半径为2的圆内，则 | Z 丨 <2,从第4节中的广义三角不等式 (9) 得到 

U 3 +3z\-2z+l |.<| Z | 3 + 3 | z | 2 +2 | Z |+1 < 25. 

练习 

1. 利用第5节建立的共轭和模的性质证明 

( a)z + 3 i = z —3 i ； ( b ) iz = — iz ; 

( c )(2 + i ) 2 = 3-4 ii ( d ) I (2^+5)( V 2-0 | =^3 I 2 z +5 | • 

2. 画出由给定条件决定的点集的草图. 

( a ) Re (5 — 0 = 2; ( b ) | 2 z~i | =4. 

3. 验证第 5 节关于共轭的性质 （ 3) 和 （ 4). 

4. 利用第5节关于共轭的性质 (4) 验证 

( a ) Zj 02 z 3 = Zi z 2 z 3 ； ( b ) z 4 =z 4 . 

5. 验证第 5 节关于模的性质 （9). 

6. 利用第5节的结果，当 Z 2 和^是非零复数时， 证明： 

( a ) (^ iI )= iL ； ( b ) IiI = I 1 " v 1 I . 

\ Z2Z3 / Z2 I ^2-^3 I I Z 2 I I ^3 I 

7. 利用已建立的模的性廣证明 ：当 I A I 乒丨4丨时，有 ’ 

I Zl + Zz If I Zi 1 + 1 Z 2 [ 

11^3 l-l II •. 

8. 证明： 当 I z I <1 时，有 

I Re (2 + ^ + z 3 ) |<4. 

9. 在第 3 节已证 明：如 果2^ 2 =(5，则数 n 和2 2 中至少有一个 是零. 根据实数的相应的 
结果和第5节恒等式(8)，对这一结東给出另一个证明. . 

10. 通过把 z 4 _4 z 2 +3 分解成两个二次因子和利用第4节不等式（8)， 证明： 如果 z 位于 
圆周 I z | =2上，则 

| z 4 - i 2 + 3 | < I. 

11. 证明： 

( a ) Z 是一个实数的充要条件是_ 

( b ) z 是一个实数或者是一个纯虚数的 茸要条 件是叾 2 =2：2 . 
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12 . 根据数学归纳法，证明当 n = 2 , 3 ,…时， 

__ — — ' — __ ■ ... - 

(a)z, +z z H - hz„ = z! +z 2 H - hz„; (b)z：z 2 ---z„=z, z 2 —z„. 

13 . 设 a 。， a , ， 〜，•••， a „( n > l ) 是实数， z 是任一复数，利用练习 12 的结果，证明 

a 0 +a 1 z + a 2 z 2 + ••• + a„z" = a 0 + a,z + a z z z + •" -\-a„z", 

14 . 证明中心在 z 。 半径为 R 的圆的方程 U — z。I = i ? 可以写成 

I Z 丨 2 — 2 Re ( z « o ) +1 Z 0 1 2 = JR 2 . 

15 . 利用第 5 节关于 Re Z 和 Imz 的表达式 （ 6 )， 证明双曲线: c 2 —/ = 1 可以写成 

z z +z z = 2. ' 

16 . 按以下步骤推导三角不等式(第 4 节），给出一个代数证明 

I Zl +Z2 |<| Zl l + l Z 2 1. - ' « 

( a ) 证明 

I Zi + Z 2 I 2 = (zi + Z 2 ) (zi + «2 ) = Zl Zl + (zi Zz + Zl z 2 ) + z 2 z 2 . 

( b ) 指出为什么 

2 ：! z 2 + zi z 2 = 2Re(zi z 2 ) ^ 2 | z, | | z 2 |. 

( c ) 利用 （ a ) 和 （ b ) 的结果得到不等式 

I I 2 < (I 14-1 z 2 I ) 2 , ' 

且注意如何导出三角不等式.」 

6指数形式 

设 r 和 6 > 是与一个非零复数 z = x + i ; y 对应的点 U ， ： y ) 的极坐标，由于 x = rcos 和 : y = 
rsinl 数 z 可写成极坐标形式 . 

z = r(cos d-\- isin d),. (1) 

如果 z = 0 坐标 0 是无定 义的； 因此当讨论 argz 时，总认为 

在复分析中，实数 r 不容许为负数，它是径向量 z 的长度，即广= 

径向量的角度，即当 z 看作径向量（图 6 ) 时， Z 与正实轴的 夹角. 在计 
算中， 0 有无穷多个可能的值，包括负值，它们相差 2 tt 的整数倍.这 
些值可由方程 tan 6 »=; y /： c 决定，其中包含对应点 z 的象限必须指定.没 
的每一个这样的值称为 z 的幅角，所有这样的值的集合表示为 arg z . 
argz 的主值用 Argz 表示，它是满足一 7 t <@^ 7 r 的唯一的值 0 . 注意 
arg z = Arg z 4 - 2nn (ra = 0 ，± 1 ，士 2 ，…）. ( 2 ) 

当 z 是一个负实数时， Argz 有值 ' 7 t ， 而不是一 7 T . 

例1在第三象限的复数 一1 — i 有主值一 37 T /4 •即 

Arg (— 1 — 0 =— 穿 • ： 


丨 z 丨.实数0表示度量 
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ri5i 


由于0的主值的限制-,条，必须强调的是 A rg (-卜0 =宇是不成立的. 
根据方程 (2) 


arg (— 1 — 0 =— + 2nn (w = 0，土 1，± 2，…）. 

注意方程右边的项可以用它的任一指定的值代替，例如可以写 

arg (- 1 - z ) = ^ + 2/ i7t (n = 0，± l ，±2, …）. 

4 

符号^或 exp (奶 通过欧 拉公式 

e B = cos d+ zsin d (3) 

来定义，其中 0 是径向量与正实轴的夹角.它可使我们把极坐标形式 （1) 用指数形式写成更紧 
凑的形式 

z =， (4) 

符号 〆 的选取将在后面的第28节得到完全的启发.然而，它在第7节中的应用表明这种选择 
是自然而合理的. 

例2 在例1的复数 一1 一 i 有指数形式 

• — 1 一 i = V^exp[i (— 穿 )] . (5) 


约定这也可写成一 1 — 表达式 （5) 当然是 一1 — ; 的指数形式的无穷个 
可能的数 之一： 


— 1 — i = V^exp[i (— 穿 + 2n7t)] (ra = 0, ± 1 ，士 2，“.）. 


( 6 ) 


注意到表达式 (4) 中 r=l 告诉我们数^位于中心在原点半径为1的圆周上，如图7所示. 
〆 的值不用参照欧拉公式，可直接从图中得出. 

例如，如下在几何上是显然的， 

' =- 1, e - M2 =-i, = 1. 

注意到方程 

z^Re 10 ( 0 <^< 2 ^)； ( 7 ) 

是中心在原点，半径为 J ? 的圆周丨 z I = i ? 的参数 表示. 当参变量0从0 = 0增加到 0=2 tc 时， 
点 z 从正实轴开始，沿着圆周逆时针方向转动一周.更一般地，中心在 A 点，半径为 i ? 的圆 
周丨 z — z 。丨 = i ? 有参数表示 


z = z 0 +Re a (0<(9<27r). 


( 8 ) 


这可以从向量图中看出（图8)，注意当点 z 沿着圆周 | z-zo I =尺逆时针方向环绕一厨时，对 
应于固定向量％与一个长为 i ? 倾斜角0从0到 27 C 变化的向量 的和. 
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7指数形式的乘积与商 


简单的三角函数知识告诉我们，正如微积分中的指数函数一样， /具 有加法 性质： 
e ie \ e w z = (cos d\ + tsin ft ) (cos d 2 + isin d 2 ) 

=(cos (9! cos — sin di sin ft ) + i ( sin 6\ cos d 2 + cos d\ sin ft ) 

=cos(ft + 的） +isin(ft +(? 2 ) = . 

于是，如果 Zi 和 z 2 ，乘积 ZP2 有指数形式 

ZlZ2 = nne^e^ = r,r 2 e^ + V. 


此外 





因为1 = 1，，从表达式 (2) 得到任意一个非零复数2 = ^' # 的逆是 

Z - 1 =丄=丄广. 
z r 


( 1 ) 

( 2 ) 


16 
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(3) 


通过对实数和 〆 应用通常的代数规则，表达式(1)、 （2) 和 （3) 当然容易记住 • 

表达式 （1) 产生关于幅角的一个重要恒等式为\ 

arg ( z 】 s ： 2 ) = arg 2i + arg z 2 . (4) 

它可解释 成如果这三个(多值)幅角中的两个值被确定，则存在第三个幅角使得方程成立 • 

设 ft 和汰分别表示 arg A 和 arg a 中的一个值，我们来 yi 
验证说明 （4). 表达式 （1) 则告诉我们 ft 十込是 argUiQ ) 中的 | 

一个值(参看图 9). 另 一方面，如果 arg ( z , z 2 ) 和 arg 々的值 
被指定，则这些值对应于表达式 

arg(ziz 2 ) = (di + ^ ) + 2n7c (n = 0 ，士 1，士 2,…〉 

和 

arg Z\ = 0 \ 2 ri\ 7 T (叫=0，士1，士2广.） — 

中特别指定的》和〜.由于 ° 

idx +込）+2抓=(汍 +2 n lJt ) 十[込十之^一叫：^]， 
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当值 


arg z z = d z ~\r 2(w — nj )tt 

被选好后，则方程 （4) 成立 .当 ar g & 的值被指定后，由对称性也可验证( 4 ). 

当 arg 用 Arg 代替时 ，卜有 时等式 （4) 也是成立的（参看练习 7). 但下列例子说明一般不是 
这样 • 

例 1 当 A = — 1 和 z 2 = i 

Arg ( ziz 2 ) = Arg (— O =— ~ 但 Arg z ! + Arg z 2 = Jt + y = ^. 


然而，如果我们取 arg z , 和 arg z 2 为已取的值且选取 argG ! z 2 ) 的傳为 
Arg(zj z 2 ) + 2 n =— y + 2^ = 

则我们发现等式 （4) 是成立的. 

等式 (4) 告诉我们 


回 


且可从表达式 (3) 看出 
因此 


arg ^ = argCz ^ F 1 ) = arg + arg ( zi l ), 
argOr 1 ) =— arg « 2 . 




arg «i — arg z 2 . 


(5) 


( 6 ) 


等式 (5) 当然可以解释成左边的值的集合等于右边的值的集合.然后，如同等式（ 4 )，等式 （6) 
用同样的方法可以解释左边的值的集合等于右边的值的集合 • 


例 2 当 - 

一 — 2 
l+^Si 

时，注意到. . , 

arg z ；= arg (— 2) — arg(l … 

找出 Arg 之的主值: 

因为 :' '■ ' 

Arg (— 2) = k 和 Arg(l +V^"i) ==晋 ， 

arg z 的值之一是 2 tt /3 v 且因为 2 n /3 在 一 tc 和 7 t 之间，我们发现 Arg z =2 tv /3. 

S z = re « 癌式地应;数规则，可得到另一个重要的结果 

z " = r n e m (n = 0, 土 1, 土 2， …）. . (7) 


对整数《用数学归纳法容易验证.具体地说，首先注意到当 《 = 1时它为 下一步，假 
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设当 《 = m 时，它是成立的，其中 m 是任一正整数.根据指数形式的两个非零复数的乘法表达 
式（1)，对 n = w + l : 

== zz m _ re ie r m e imd — r »H-l 

它是成立的.表达式 （7) 于是对任何正整数《成立.如果约定/= 1，则它对《 = 0也是成立的. 
另一方面，如果 《= — 1，一2，…，用=的逆相乘，并令 

z " = ( Z -1 )% 其中 ？ w =~n = 1,2,— 

那么，由于表达式 (7) 对正整数幂成立，由的指数形式 （3) 得到 

2 " = = ( + )' …> = (+ ) 、‘(-«)(，= r « e M {n =- 1 ， - 2 ,…) • 

表达式 （7) 于是对所有整数幂成立. 

注意当/ "=1 时，表达式 (7) 变成 

(e ie r = (« = 0，±1，±2, …）. （8) 

当写成如下形式时 

(cos d -I- isin d) n = cos nd + zsin n9 (« = 0 ， i ： 1 ， ± 2 ，…）， （ 9) 

这称为 棣莫弗 公式. 

甚至当复数是用直角坐标给出且所希望的形式也用直角坐标给出时，表达式 （7) 对找出复 
数的幂也是有 用的. 

例3为了把 ( W +0 7 写成直角坐标形式，只需要 

(^3 + 0 7 = (2 e' V6 ) 7 = 2 W un = (2 6 e «)(2 e i,t/6 ) =- 64(^3+ i ). 

练习 

1 •当 

U ) z = z ^ Y .; ( b ) Z =( V 3- i ) ? 

时，找出主值 Argz . 

答案 t (a) — 3 丌 /4; (b)7t. 

2. 证明 （ a ) I ? I =li ( b )7= 广气 

3. 运用数学归纳法证明 

/…〆„ = e ^+h+-+V 1 (ri.= 2,3，—）. 

4. 运用模丨1 | 是点 〆 和点1之间的距离这一事实(参看第4节），找出满足方程 1^-1 I 
=2的在区间 O <0<2 t ： 的值0并给出一个几何证明. 

答 案：穴 

5. 运用棣莫弗公式(参看第7节)导出下列三角恒等式 •• 

(a) cos36l= cos 3 0- 3cos(9sin 2 6 >； Cb)sin3(9=3cos 2 (9sin0—sin 3 反 

6. 通过把左边的单个因子写成指数形式，做必要的运算，最后回到直角坐标，证明 


圆 



16 


第 1 章 
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(a)i(l —V30 (V^+i) = 2(1+V^) ; (b)5i/(2 + i) = 1 + 2“ 

(c)(-l + f) 7 = -8(l + i)； (d)(l+V3O' 10 = 2~ n (-l+V3O. 

7. 证明如果 Re 々>0且 Rez 2 >0 贝 !l 

Arg ( zi ^ 2 ) = Arg 2 ^ + Arg 之 2 ， 

其中 ArgUih) 表示 arg(ziA) 的主值，其他符号也如此表示. 

8. 设 z 是一个非零复数且”是一个负整数（”=—1，一2，…）.又令2=^/且饥=— 

1，2，….用表达式 

z m = r m e ^ 和 z- 1 = ( + )，' 

验证因此在第7节的 定义/ sCz— 1 )" 1 可以用另一种方式写成 

9. 证明两个非零复数^和^有相同模的充要条件是存在复数 Cl 和^使得 a = Ci c 2 且 


Z2=Ci C 2 . 

提示： 注意 

exp(i gl 言色 -)exp(i A 2 氏 ) = exp ⑽ ,） 

和[参看练习 2(b)] 

exp ( 呼 ) exp (t e± Y- ) = exp ⑽ 2 ) 

10. 建立恒等式 

1 + X + z 2 H - 1- Z" = ^~~-— (z ^ 1) 

1— Z 

并用它导出拉格朗日三角恒等式 

1 + cos 0 + cos 20 + …+ cos = | + S ^ n ^2^in(g (0 < 0 < 2k). 

提示： 对第一个恒等式，写 S=l + Z + Z 2 + “. + / 且考虑差 S —zS. 为了导出第二个恒等 
式，在第一个恒等式中令= = ， 

11. (a) 运用二项式公式(参看第3节）和棣莫弗公式(参看第7节）导出下列 等式： 


cos vB + zsin nd 


2 Q)cos 『 *0(isin 汐 ) 


(« = 1，2, •“） . 


然后通过方程 

^ p /2, 如果”为偶数 

i (n — 1)/2,如果为奇数 

定义整数 m 且用上面的和得到表达式[与练习 6( a ) 比较] 

cos nd = _(:)(- 1 户 cosM_2 * 0 S W ( w = l ，2, …). 
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( 1 >)令 1 = 0 ^ 0 且假设在这种情况下一 1 < x < 1. 指出怎样从 （ a ) 的最后结果得 
到函数族 

T „{ x ) = cos(n cos _1 x ) in = 0,1,2, — ) 

的每一个是次数为 „ 的变量为； c 的多项式 （注： 这些多项式称为切比谢夫多项式且在逼近论中 
很著名）. 

8复数的根 

现在考虑以原点为圆心，半径为 r 的圆周上的点 Z = 

(图 10). 当0增加时，点 z 沿着圆周逆时针方向运动.特别 
地，当0增加27：时，点2回到原来 的点； 同样当0递减 2 tt 时， 

点2回到原来的点.因此，从图10很明显 地有： 两个非柬 
复数 

Zi = n e i$ ^ 且 z 2 = r 2 e i0 ^ 

相等的充要条件是 

ri = r *2 .且 6 \ — 6z 2k % » 

其中々是某个整数(是= 0，土1，土2， …）. 

与第7节中复数 z = 的整数幂的表达式 = —起，这个条件对找出任意一个非零 

复数％ =『。#。的》次方根是非常有用的，其中《 = 2, 3 ,….复数 的； I 次方根是满足 
2："=2„的一个非零数 z = 或 

^ = r 0 e w ». 

根据上面楷体字的说明，有 

r n = r 0 且 vd = Qq + 2kiz ， 

其中 / fe 是任一整数 (々 = 0， 土1，土2，…）.因此 r = A ， 其中根号表示正实数 r 。 的唯一的正 
n 次根，以及 

e = go +2 ^ r = ft + 2^7 t (务= 0 ，士 丄，士 2 , …）， 

n n n , 

结果，复数 

z = ■^T'expri (告 + 3^)] (fe = 0, 土 1，士 2,…). 

是 2 。的”次根.从根的这一指数形式我们可直接看到这些根全在以原点为圆心、半径为&的 
圆周丨 二 u , 且从0。/«开始等弧度分布，每个弧度间隔为 a 显然当々 = 0, 1， 

2,…， „一1 时，得到所有的不相同的根且对其 他的々 值不再产生新的根.设 = 1， [23] 

2，…， w —1) 表示这些不同的根，且记 

c k — + ^^ )] (灸 ^ Q ’1’2’ …’” 一 1). 



( 1 ) 
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(参看图 11). ' 

数 A 表示这个根的每个径向量的长度，第一个根 c 。 有 
幅角 ejn -, 且当《 = 2时，这两个根位于圆周丨 z I =1某 
一直径的两个相反的端点上，第二个根是 一 c 。. 当时， 

所有的根位于某一圆内接正 n 多边形的顶点上 • 

我们将用表示％的《个根的 集合. 特别地，如果 A 
是一个正实数，符号表示根的全体；在表达式 （1) 中的符 
号 I 只用作正根.当用在表达式 （1) 中的乳的值是 arg 2：。 

(_7^<0。<70的主值时，数 c 。 被称为主值根.于是当 A 是 
正实数 r 。 时，它的主值根是 

最后记住表达式 （1) 的一个 形式方 法是把々用最一般的指数形式（与第6节例2比较）表示 
Zo = r 0 e i( ^ +2M U = 0,±1， 士 2,…） （2) 

形式地应用关于实数的分数次幂的法则，并记住 椅好有 《 个根： 

々 = [roe^^r" = ^ 7 e Xp m 

=^7 ex P [i (警 + $)] (气=0,1，2广.，《—1). 

f 24 l 在下一节中，这些例子将用来说明找复数根的 方法. 

9举例 



在这里的每个例子中，先用第8节表达式(2).，然后继续用那一节最后描述的方法. 

例1为了决定1的”次方根，写 

1 = lexp [ i (0 + 2^7 t )] (是= 0, 士 1，土 2,…） 

然后发现 

I '/" = ^Texp^i^— + ex p( l — (1) 

当《 = 2时，根当然是士 1,当 时，所有的根位于圆 I z | =1内接正《多边形的顶点上’ 
其中一个顶点对应主值 Z =1 (A = 0). 

如果令 



则从第7节 V * 的性质⑻得到 ' 

c* = exp(t^) (/fe = 0,1,2, 


因此不同的《次根恰好是 


1 t(0„ ， o£ V.. fOJ^ 1 . 
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参看图12,其中;2 = 3, 4和6的情形已画出.最后注意 W == l . 值得注意的是：如果 c 是非零 
复数^的任一个特指的根，则所有的 n 次根的集合可写成 



图 12 



这是因为任一非零复数乘以其幅角增加 2 n / n , 而它的模不变 • 
例 2 找出 （一 8 i ) 1/3 的所有的值，或一 8 i 的立方根•只 
需要令 

- 8 i = 8 exp [ i(-y + 2/^)] U = 0，± l ，±2 r ") 

则看到所需要的根是 

c * = 2 exp [ i (-|- + ^)] « = 0，1，2). (3) 

它们位于圆 I z I =2内接正三边形的顶点上，且等 弧度地 
分布，每个弧度间隔为 2 k /3, 从主值(参看图 13) 



图 13 


C 。 = 2 exp [ i (— f )]= 2 ( COS f — isin f )= 万一 i . 

开始.不用进一步计算，可知 d =2 i ， 且因为 c 2 关于虚轴与 c 。 是对称的’有0 = ••这 

些根当然可写成 



25 
I 

26 
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旧 


c。 = V^exp(z. 吾 )= V^(cos 吾 -Msin 吾)， 

且三角恒等式 

c ° s 2 ( f ) = I ± 2 ~~ a ； sin 2 ( f ) = 1 一 r sa ⑸ 

使我们可以写 

COs2 T2^ }(l + cos|)= }(l+f)= 

- 2 ^}( 1 - COS f )-|( 1 - f )=^ 

其结果是 

C。 = + i ^ 2 1.#) = ^-(v/2+V3 + 1V2-V3 ) ， 

由于 q = — c 。， V 3 + i 的两个平方根最后是 

i ^(\/2 + V3 + z\/ 2 — V^")' 

练习 

1. 找出 （ a )2 f ; ( b>l — 的平方根且把它们用直角坐标 表示. 

答案： （ a ) 士 （1 + 0; ⑻士督 

2. 在如下情况下，找出它们的根且把它们用直角坐标表示，把它们表示成某些正多边形 
的顶点，且指出它们的主 值根： 

( a )(-16) 1/4 ; ( b )(-8-8 V 30 I/4 . 

答案： （ a ) 士 VFd + i ) ， ±7^"(1一*’）； （ b ) 士（〜任一*’），士 （1+ V ^). 

3. 在如下情况下，找出它们的根且把它们用直角坐标表示，把它们表示成某些正多边形 
的顶点，且指出它们 的主值根： 

( a )(~ l) 1/5 i ( b )(8)" 6 . 

答案： ( b )± V 2, ± 1 -^, ±呼. 

4. 根据第 9 节例 1， 一个非零复数 z 。 的三个立方根可写成 c 。， c oa)3 , <:。以， . 其中 c 。 是 z 。 
的主立方根且 

/.2jt 、 - 1+V3i 

C 03 = exp ^ y ) = — ~2 —-. 
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证明如呆2。= 一 4^+4 V ^_， 则 c „= V^(l + Z )， 把它们用直角坐标表示，其他的立方根是 


^0 U )3 


-(V3 + l) + (V3-l)t 

vf 


C0CO3 


( V ^~ — 1 ) — 

vf ' 


5. ( a ) 设 a 表示任一固定的实数，证明 a + i 的两个平方根是 
± \/Aexp^i y ) ' 


其中 A=yV + l 且 a = Arg(a + 0. . 

( b ) 借助第9节例 3 的三角恒等式 (5), 证明在 （ a ) 中得到的平方根可以写成 


士 


A + a 


+ i*/A — a). 


[注意当时，这就是第9节例3的最圮结果 •] 

6. 找出方程 z 4 +4 的四个根并用它们把 z 4 +4 分解成两个实二次多项式的乘积 • 
答案： （ z 2 +2 z +2)( z 2 — 2?+2). 

7. 证明如果 c 是除1以外1的 n 次根，则 

1 + c + c 2 H -+ c"~ l = 0. 


提示： 利用第7节练习10中的第一个恒等式. 

8. ( a ) 当系数 < 2 、6和 c 是复数时，推导通常的解二次多项式 
az 2 + bz + c = 0 (a 尹 0) 

的 公式. 特别地，通过在方程左边完全平方，导出 解二次多项式的公式 
_ -6+(6 2 -4 ac) 1/z 
Z Ta ’ 


圆 


其中当夕 _4 ac 关0时，两个平方根都要考虑， 

( b ) 利用 （ a ) 中的结果找出方程 Z 2 +2 z +( l - I -)=0 的根. 

答案: M - i + 矣)+会 

9. 设2=^， 9 是任一非零复 数且” 是一个负整数（” =_1， 一 2， …）. 当讲=_«时，通过 
方程 = ■定义 z 1/ n . 通过验证 < y / m ) _1 和 （ z -1 ) 1 /™ 的值是相同的，证明 z Vn = (. z Um )-' 

(比较第7节练习 8). , 


10复平面中的区域 

在这一节中，我们考虑复数或2平面的集合和它们相互之间的紧密联系.我们的基本工具 
是给定点 Z 。 的£邻域的概念 ' 

| z — Zo I < e. ⑴ 

它由包含在圆 心为办 、半径为特定正数 s 的圆内但不在圆周上的点组成 (参 看图 15) . 当、在讨论 [IS 
中， e 的值不言而喻或不重要时，集合 （1) 常常称为一个邻域.有时，称如下集合为一个 e 的去 
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心邻域 

0 < | z — z 0 I < e. (2) 

它由 z 。 的 e 邻域内除〜点本身之外的点组成. 

如果存在点 z 。 的一个邻域全包含在 S 中，点 z 。 称为集合 S 
的 内点； 如果存在点 z 。 的一个邻域不含有 S 中的点，点 z 。 称 
为集合 S 的外 点. 一个点 z 。， 如果既不是 S 的内点也不是 S 的 
外点则称为 S 的边 界点. 一个边界点因此是这样的点，在这个 
点的每一个邻域既含有 S 中的点也含有不是 S 中的点.所有 S 
的边界点称为 S 的边界.例如，圆周 | z |= l 是集合 

UI <1 和 U 1<1. (3) 

中每一个的边界.一个集合如杲不包含有它的边界点，则称为开集.一个集合是开集的充要条 
件是其中每一点是它自己的内点，关于它的证明将留下作为 练习. 一个集合如果包含它自己的 
所有边界点则称为 闭集； 一 个集合 S 的闭包是由集合 S 和集合 S 的边界点组成， 一 个集合 s 
的闭包是闭集.注意 （3) 中集合的第一个是开集，第二个是闭集. 

某些集合可能既不是开集，也不是 闭集. 一个集合如果不是开集，则此集合必定含有边界 
点；一个集合如果不是闭集，则一定存在一个边界点不在此集合中.注意去心圆盘0< 丨 z I <1 
•既不是开集，也不是 闭集. 另一方面，所有复数的集合既是开集，也是闭集，因为此集合没有 
边界点. 

如果一个开集 S 中任何两点 々和 ^可以用全在此集合的、 

由有限条线段首尾顺次连接组成的折线相连，则称集合 S 是连通 
的.开集丨 z I <1是连通的，圆环1< I z I <2当然是开集，它 
也是连通的（参看图 16). —个连通的开集称为 区域. 注意任何邻 
域是区域.一个集合如果是一个区域加上某些、或不加上、或加 
上全部的边界点组成的集合，称为带边 区域. 

如果 S 中的每一点都在某一固定的圆周 I z | =_ R 内，称它为 
有 界的； 否则称它为无 界的. 集合 （3) 中每一个集合都是有界的， 

半平面 Re z >0 是无 界的. 

如果一个点 z 。的每一个去心邻域至少含有集合 S 中一个的点，点％称为 S 的聚点•因 
此，如果一个集合 S 是闭的，则它包含它的每一个 聚点. 因为如果聚点 z 。 不是在 S 中，它将 
会是 S 的边界点_;但这与闭集包含它的边界点矛盾.练习中将要求证明其逆，事实上^其逆也 
是正确的.于是，一个集合是闭的充要条件是此集合包含它的所有的边弈点. 

显然，当 存在％ 的一个去心邻域不含 S ’中的点时，此点不是集合 S 的聚点.注意原点是 
集合 = Wn = l ， 2，…）的唯一聚点 • 

练习 

1. 画出下列集合的草图并且说明哪些是 区域： 
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( a ) I z~Z + i I <1; ( b ) I 2 z +3 I >4； 

( c)Im z > l ； ( d)Im z = 1 ； 

( e )0 <arg z <7 t /4( z ^0) ； ( f ) | z ~4 | ^ | 2 | . 

答案： （ b )、（ c ) 是区域. 

2. 在练习 1 中的集合哪些既不是开集，也不是闭集？ 

答案： （ e ). 

3. 在练习1中的集合哪些集合是有界的？ 

答案： （ a ). 

4. 画出下列集合的 闭包： 

( a ) — xc<arg z <7 t ( z ^0) ； ( b ) | Re z | < | z | ； 

( c ) Re (士) <如 ( d ) Re ( x 2 »0. 

5. 设 S 是所有满足 I Z I <1 或 I r 一 2 I <1 的点 Z 组成的集合.说明 S 为什么不是连 
. 通的. 

6. 证明一个集合 S 是开集的充要条件是 S 中每一点都是内点. 

7. 求出下列集合的 聚点： 

( a ) z „== z n ( n = l 9 2,…）； ( b ) z n = i n / n ( n=l , 2,…）； 

( c )0 <arg z < n /2( z ^0)； ( d ) z „ = (- D "(1 + 0^ ( n = l , 2, …） • 
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答案： （ a ) 没有； （ b )0; ( d ) 士 （1 + i ). 

8. 证明一个集合如果包含它的每一个聚点，则必定是闭集. 

9. 证明一个区域的任一点 A 是这个区域的 聚点. 

10. 证明有限点集々，&,•••， A 不能有聚点. [ H ： 




第 2 章解析函数 

在本章中，我们将考虑单变量的复变函数并为之建立一种微分理论.本章的主要目的是介 
绍解析函数，解析函数在复分析中起着重要作用. 

11单复变最的函数 

设 S 是一个复数 集合. 定义在 S 上的函数是一个法则，它将 S 中每一个 t 对应一个复数 
w . 复数 w 被称为/在2的值，记为 /(£); 即《；=/(2).集合 S 被称为是/的定义域 0 . 

必须指出，要使一个函数有意义，定义域和法则都不可 缺少. 当未给出函数定义域时，则 
认为是函数存在有意义的最大集合.然而，有时候用记号来区别一个已给的函数和它的取值并 
不是很方便. 

例1如果/由方程 W = l / z 在集合 Z 关0上所定义，它仅指函数 W = l / z ， 或者是简单地 
记为函数 1/ z . 

假如是函数/在2=1+以的取值，那么 
u + iv = fix + iy ). 

每一个实数“和„取决于实变量; c 和由此可以表达成一对以 x 和 j 为变量的实值 函数： 

/( z ) = u { x , y ) + iv (. x , y ). Cl ) 

如果用极坐标 r 和 0 来代替 y 和: r ， 那么有 

. u + iv = f ( re ie ) , 

其中 + = •'在这种情况下，我们可以表示为 

. /( z ) = u (. r , d ) + ivir ,0). (2) 

例2如果 /( z )= z 2 ， 那么 

f(x + iy ) = (x + iy ) 2 = x 2 — y 2 + i 2 xy . 

因此 

uix , y ) = x 2 — y 2 和 v (. x , y ) = 2 xy . 

如果使用极坐标，我们有 

f ( re w ) = ( re ie y = r 2 e i2e = r 2 cos 20+ ir 2 sin 20， 

因此 

u ( r ,6) = r 2 cos 2(9， v ( r , d ) = r 2 sin 26. 

如果在方程 （1) 和 （2) 的任一情况下， 函数” 取值恒为零，那么/恒取实数值，称/是一个复变 
量的实值函数. 

例3下面我们介绍一个在本章中将用于阐明一些重要概念的函数 

/(z) = \ z \ 2 = x 2 + y 2 + i 0 


㊀ 虽然定义域有时是如同第10节的区域，但定 义域- 般不是区域. 
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如果《是零或者是一个不为零的正整数， a 。. ， A ， a 2 , …，是复常数，且《„不为零，那么 
函数 

P(z) = a 0 +ai 2 +a 2 z 2 4 - ••- 4 - a„z" 

被称为是一个 n 次多项式.注意这里的求和是有限个项，并且定义域为整个 z 平面.多项式的 
商 PU )/ QU ) 称为有理函数，它们的定义域为使每一个 QU ) 不为零的点.多项式和有理函数 
園 构成单复变函数的一个重要的基本类型. 

一般的函数概念的推广指的是如下 法则： 它将定义域中的 z 映为多个也， : 我们称这样的法 
则为单复变多值函数，与实变函数中的多值函数相 对应. 在研究多值函数的时候，我们往往取 
定其中的一个分支，这样便可以得到一个与之相对应的单值 函数. 

例 4 令 2 为任意的非零复数，由第8节我们知道 z 1/2 有两个值 
=± v ^ exp ( i @/2)， 

这里 r = I Z I 并且 0( — 7 T <0<7 V ) 取幅角的主值 arg t 但是如果我们仅选择士^的正号并记 
/(«) = Vrexp ( i ©/2) ,(r > 0, — ^ ^ 7 r ) , (3) 

则函数 (3) 便在 z 平面上对不为零的数有定义.由于零是它自身唯一的平方根，我们司■以令/ 
(0)=0,这样，函数/便在整个复平面都有定义 • ' 

练习 

1. 给出下列函数的定义域 
( a )/( z )=^ rqry ； 

( c )/( z)=^i 
z~tz 

答案： (a)z 尹土 i; (c)Re z^O. 

2. 把函数 /( 2 ：) = 2 ： 3 + 2 ：+l 表示为 /(z) = w(:r， y)+iv(x, : y) 的形式 • 

答案： （ x 3 —3 工 ： y 2 + x + l ) 十 K 3 x 2 ： y — y + y ). 

3. 设 /U)=:r 2 —2 ：y+i(2:r-2x：y). 其中; e = 使用第 5 节中的记号 

^ 中 和尸 7 

把 /u) 用 z 表示出来，并化筒 • , 

答案 

4. 把§1数 

[~35 l ,, /( z ) = z + \/z (z 关 0)': ' 

用 /( z )== M ( r , d ) + iv ( r , (9) 的形式表示 出来. 

答案： ( r + l / r)cos 0+ i ( r — l / r)sin d . 

12 映射 

实变量的实函数的性质往往可以通过它们的图形表现出来，但是当 W 3/(*)， 其中功和2 


(b)/(2：) = ArgCl/z ) ； 

(d)/( Z >=. 
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是复变量的时候，就不容易找到这样方便的图形来表示函数，这是因为 z 和 m 在一个平面上 
而不是在一条直线上.即便如此，我们也可以通过表示相应的点 z =(: c ， ^;)和加=(心 W 来展 
示函数的某些性质.这样做时，一般分别在 z 平面和《<平面画出它们. 

当我们用这样的方式去考虑一个函数时，通常把它视为映射或变换.点2在定义域5上 
的像是 Aw =/ U )， 所有包含于 S 内的了中点的像的集合称为了的像集.整个定义域 S 的 
像称为/的值域.一个点 W 的逆像指的是在定义域中以 w 为像的点^的集合，一个点的逆 
像可以是单个点，多个点，或者是空集.当一个点的逆像是空集时，理所当然地，它就不在 
/( 2 )的值 域中. 

诸如 平移、旋转、反射这 样的概念将被用于表达映射的几何特征，在这样的情况下，有时 
把平面 Z 和平面 m 等同是很方便的，例如对于映射 

rv = z+1 =( 工 +1)+~, 

这里可以被认为是 z = : c +6 向右平移一个 单位. 因为 i = e ?， 所以映射 
' IV = iz = rexp[i'((?+ tt/2)] 

把每一个非零的^的向量半径绕原点按逆时针方向旋转一个直角，这里 Z = r /; 映射 

w — z = X — iy 


把每一个 z ^ x + iy 以实轴为轴做反射 • 

通常我们可以通过描述像曲线或是区域来获得更多的关于映射的信息，这样往往比简单的 
表示单个的点更有力.在如下的例子中，我们将通过对的研究来说明这一点 • 

我们开始寻找一些在 z 平面中曲线的像. 

例 1 根据第 11 节的例 2, 映射 w=z 2 可以被视为是如下的 变换： 

u = x 2 — y 2 , v = 2xy (D 

映射从 iy 平面到平面，这种形式对于找到双曲线的像是非常有用的. 

比如很容易验证，双曲线 

x z — y 2 = ci (ci > 0) (2) 

的每一支是以一对一的方式映射到垂直直线“ = c > 上，我们注意到当（工，： y ) 是在两个分支中某 
一个分支上时，从方程 （1) 得到“ = q . 特别是当 u ， w 在双曲线的右半平面的分支上时，由 
(1) 的第一个等式，我们有 t =2 ryV ^ T 7 T ， 因此右分支的图像可以用参数坐标表示为 
m = ci , v = 2y^/y 2 +G (_oo<y <°°)， 

显然当点 ( x ， W 沿着双曲线的分支向上移动时，这个点 U ， W 的像点也以向上的方向沿整个 
直线移动（如图 17). ' 

类似地，由于方程对 

u = c ' ， v =— 2y^/y 2 + c x (― oo < y < oo) 

表示的是位于左半平面的双曲线的图形的参数表示，当点（^，： y ) 沿着左半平面的双曲线向下 
移动时，可以看出像点是沿着直线向上移动的. " 


圍 
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从另一方面来说，双曲线 
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回 



( 3 ) 


的每一个分支正如图17所示，都被映为直线 u = c ： 2 . 为了证明这一点，我们注意到从 （1) 的第 
二个方程 得到： 当（ X ，： y ) 在每一分支上时，有^=^ 2 .如果它在第一象限的分支上，那么由 

y = 告， 方程 （1) 的第一个等式揭示了这一分支有如下的参数表示 

U = X 2 — , V = C 2 (0 < J： < oo ) 

注意到 

iim u =— po ， limw = oo. 

■T>0 

由于《连续地依赖工，很清楚当（ X , 30沿着双曲线 （3) 的上面一支向下运动时，它的像沿着整 
个水平直线向右 运动. 由于双曲线 (3) 的下面的一个分支有参数表示 

u = — ;y 2 ， v = c 2 (― oo < ：y 0) 

并且由于 

iim u =— 9° S . limw = oo 

”_oc y-^ 

可以知道当点（ X ， y ) 沿着双曲线 （3) 在下半平面一支由下向上运动时，它的像沿着整个水平直 
线 v = c 2 向右运动（如图17所 示). 

下面我们用例1来找出一些区域的像： 

例 2 区域: c >0, ： y >0, xy < l 是由满足 2 ar；y = C 的上半双曲线上的点组成，其中（0< 
c <2)( 如图18)，由例1我们知道当一个点沿这些分支当中的一个向下移动，那么它的像就在 
映射 u ;= z 2 的作用下沿线 r = c 向右移动.因为当 c 取值在0和2之间时，这些分支盖满了区 
域 0 ：> 0 ，： y >0, a:y<l, 整个区’域被映为水平带形区域 0 O <2. 

由方程（1)，可见，平面 z 上的点(0, ： V )的像为（一/，0)，因此当（0, ： y ) 沿; V 轴向下向原 
点移动，它的像沿负的《轴向右移动并在 w 平面达到原点.那么，既然点 U ， 0> 的像是 
( x 2 , 0)，当（: c , 0) 沿： c 轴从原点向右移动，它的像也沿 M 轴自原 点向右 移动.双曲线 
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在上半平面分支理所当然地就是水平直线 x ；=2, 那么很明显地，闭区域 y ^ O , xy^l 
被映为闭带形 0< r ;<2, 如图18所示. 

O' _ [ 2 / E' 


B C ^ A' B' C' « 



图 18 


我们将要看到极坐标在分析映射的时候是多么的有用. 

例 3 用极坐标表示，那么 w=z 2 可以写为 

w = rV M 

其中 z = r 一. 因此如果我们有并且第8节开始部分的楷体文字告诉我们 
p = r 2 , •/> = 2d+2kit 

这里々 取值为4=0，士 1, 士2,…，很明显要找到每一个非零的 z 的像，只要把 z 的模平方， 
再把它的幅角 arg 2 变为两倍即可. 

可以观察到圆周 r=r 。 上的点 *:=r。# 被映为圆周 0 = 4 上的点因为第一个圆周 
上的点以逆时针的方向从正实轴向正虚轴移动（如图 19 所示），它的像的图形在第二个圆周上 
以逆时针的方向从正实轴向负实轴移动(参看图 19). 因此当^取遍所有正实数，相应的 z 和 
w 平面上的弧就可以分别盖满第一象限和上半 平面. 映射 w = Z 2 在平面的第一象限 
0<M7t/2 是一一对应的，并将其映为平面加的上半平面如图 19 所示.点 z 
= 0自然地就被映为点 w =0. 



映射 W = z 2 也将上半平面 O <0<7 t 映为整个 w 平面.然而在这种情况下它不是一 l c 

一对应的，这是由于 z 平面上的正实轴和负实轴都被映为了 w 平面上的正实轴. ^ 

当《是一个大于2的整数的时候，映射 W = z "( 即 〆 = f ) 的各种性质都和的性质 
相似. 这样的一个映射把2平面映为 w 平面，且功平面上的每一个非零点都是=平面上《个不同点 

的像.圆周 r = r 。被映为圆周 (0= rj ;扇形 r < r 。， 被映为圆盘，且不是一一对 
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应的. 

13指数函数映射 

在第3章里我们将介绍和研究不是多项式的一些初等函数的性质，第3章将以下面的指数 
函数开始： 

e z = e x e iy {z — x-\- iy) ( 1 ) 

在这里两个因子 〆 和汐是有定义的（见第6节).注意定义 （1) 式可以被写为 

这可以从微积分中广为人知的指数函数运算公式 

= e x i e z 2 

得到提示.这一节的目的就是要用 〆 向读者再提供其他一些推理比较简单的映射例子，我们 
从考察水平线和垂直线的像开始. 

例1映射 

te; = (2) 

可以写为 〆 ，这里 z = _ r + t _： y ， 110= pe^* ,因此( 0 = 〆 ，^> = y + 2 nn, 这里，”是某一整数 
(见第8 节）； 映射 （2) 可以表示为 

p = e x , j> = y (3) 

在竖直的直线 1 = 0 上的点 2 =((^ ，： y ) 的像在加平面上有极坐标 /o = exp d ，: 1 4=; y ， 当 z 沿直 
线向上移动，像也沿图20所示的圆周逆时针方向移动•直线的像显然就是整个圆周；圆周上 
圆 的每一个点都是直线上间隔为 2 tc 的无数多个点的像. 

水平的直线被一一地映到射线必 = c 2 上，为了表明这一点，我们注意到点 z = U ， 
c 2 ) 的像有极坐标"= 〆 ， — c ” 于是很明显 ：当点 z 沿整条直线从左向右移动，它的像沿整条 
射线參向外移动（如图20所示）. 



图 20 w=exp z 


水平和竖直的线段分别被映为射线的一部分和圆弧；通过观察例1很容易就可以得到各种 
区域的像，这就是下面的例子将要表明的. 

例2我们将婆表明映射比= 〆 将长方形区域 a <: c <6， 映为■区 域/ 

« d , 这两个区域相应的部分和它们的边界可與 ® 21. 竖直线上的线段 AD 被映到圆 
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弧^ 0 =/, c << Kd ， 记为 A ' D '. 在 AD 右侧连接水平边界的线段 BC 的像是更大的 圆弧； 
显然，线段 BC 的像是圆弧^0=/， c << Kd ， 记为 fC '. 当 C <2> r 时，映射是一一的， 
特别是如果 c =0, d = n ， 那么并且长方形区域被映为半圆环（如附录 B 图8所 
示） • 



回 


在这里我们用水平线的像去找出水平带形的像. 

例3 当 w = 〆 时，无限带形 p <： y < K 的像为 w 平面的上半平面 V >0( 如图22)，这一点 
可以通过回忆例1中水平直线 y = c 映为从原点出发的射线 4 = c 而得到..当实数 c 从 (: = 0增加 
到 c = ： r ， j 的截线从0增加到 tt ， 相应射线的倾斜角从增加到 >= tc . 这个映射正如附录 B 
图6所示，其两个区域对应边界上的点都已标明. 




练习 

1. 参照12节的例1，找出 z 平面上在映射 w = 下其 f 区域冷年方形，某边界由直线“ 
=1，“=2, 1=1，幻=2所围成的区域（见附录 B 图 2). 

2. 找出并且画图说 明：在 映射叫=< 下，双曲线 

± 2 — y = c , (ci <0> ■且 2 xy = c 2 ( c 2 < 0) 

的像以及相应的方向. 

3. 作图表示扇形〃<1，■在以下映射下所成的 区域： 

( a ) w = z 2 ; ( b ) w = z 3 ; ( c ) w — z *. M ! 

4. 证明直线 a ; y =: r ( a 乒 0) 在映射 w=e 办 z 下的’像为螵旋线广 exp ( W )， 其中加二户 exp (#). 
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5. 通过考虑水平线段的像，证明在映射 w=exp z 下长方形区域的像 

为 e ^ p ^ e b , (正如13节图21中所示). 

6. 证明在映射 w^exp z 下附录 B 图7所示的边界和区域的对应关系成立. 

7. 找出半带形： c >0， 在映射 w=exp z 下的像，并且表示出相应的边界 
. 142 I对应. 

8. 对于函 >-)+^( x, 3O 的另外一种解释是可以将其视为在函数/的 
定义域上的向量场，函数把每一有定义的 z 映为向量 w， 其分量为《(>，7)， v ( x , y ). 把下 

列向量场用图表示 出来： （a)«;=iz ; (b)w=y^-p. 

14极限 

设/在 q 的去心邻域内有定义（见第10节），当 z 趋近于々时/(幻的极限为 Wo , 

或是 

.lim / C*) =? w 0 ， ' ( 1 ) 

^*0 ' ' 

指的是 W =/U) 可以任意接近只要我们选的点 Z 足够地接近 A 而不等于它.下面我们将 
给出极限的严袼并且使于应用的定义： 

(1) 式表明对每~个正实数 e， 存在一个正实数心使得 

当0<| 2 —2： 0 |<5时，有丨 /U) — u>0 l<e. (2) 

从几何意义上来说，这个定义指 的是： 扣。的每一个^邻域 I w - w 0 | <e， 都有 z。 的一个 
谷去心邻域0< 丨 z ~ Zo | < 8 , 使得其中的每一个 z 的豫 i 位于 w。 的^邻域中（如图23所 
示）. 


: y 



o\ x 6\ u 

图 23 


注意： 即使我们要考虑去心雜域0< 丨 Z-Z 0 I <$的所有的点，也并米 要求 它们的像要填 
满整个邻域 I W—W。 丨 <e. 例如： 如果 /U) 为常数 w。， 那么 Z 的像总是整个邻域的中心点. 
注意： 一旦 S 被找到，那么它还可以由更小的正实数代替，比如说私,2.、 

容易 证明： 当一个函数 /U) 在一点％存在极限值，那么极限是唯一的.为了证明这一 
点，我们设 

lim/(2) == Wo t . lim/(^) — - 

那么对于任意的正实数 e， 存在正实数而和次，使得 

当0 <丨 z .— 為'|<必。財，..有1/(2)-切。|<£， h 


回 
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并且 

当0<| 2— Z 。 丨< 衣时，有 I / U ) — Wl 丨<£， 

因此如果0< 丨 z - z „ | <心其中5为夂和衣当中较小的一个，那么我们有 

I Wi — Xfo 1 = 1 [/(«) — w 0 ] — [/(z) — Wi] I < I /(z) — w 0 1 + 1 /(z) — Wi I < e + e = 2e 

但是丨 I 是非零的常数， e 可以选得任意小，所以 

■w, — Wo = 0 . 

定义 （2) 要求/定义在 z。 的去心邻域内，当 z。 是 /U) 的定义域内的一个内点时，这样的去心 
邻域当然总是存在的.我们可以通过如下的方式来把极限的定义拓宽到当％是边界点的时候： 
只要让不等式 （2) 中的 z 同时在区域内且在去心邻域内. 

例1我们将要证明如果 /U)=f 在开圆 | ^ | <1内，那么 

lim/Cz) = +， (3) 

点1位于/的定义域的边界上.观察到当在区域 | z | <1时 



因此对于这样的 z 和任意的正实数 e (如图24)， 

当0<丨2—1 丨<2£时，有|/(2)—去|<£. 



图 24 回 

因此当 S 是等于或者小于 2 e 的正实数时，在0< I Z I <1中的任意点都满足条件 （2). 

如果％是/的定义域的内点，极限 （1) 存在，不等式 （2) 中第二个应该对去心邻域0< | z 
一％ I <5内的所有点=都 成立. 所以符号。表示 * 允许以任意的方式趋近于 z 。， 而不是 
以一特定的方向，下面的例子将要强调这一点. 

例 2 如果 

/ U ) = 爹， （4) 

则极限 

lim/(z) (5) 

^*3 
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不存在，如果它存在的话，可以使点2=(工， W 以任意的方式趋于原点而极限值是唯一的，但 
是当 Z = U ，0) 是实数轴上的非零点(见图 25) 


且当 z =(0, >0是虚轴上的非零点 


fix') 



? = (0,y) 


图 25 

于是，让^沿实数轴趋于原点，我们就发现极限值为山另一方面， Z 沿虚轴趋于原点，极限 
f 45 l 值为一 1. 但是由于极限是唯一的，因此 (5) 的极限是不存在的. 

定义 (2) 给出了一种判断所给的点叫是否是极限的方法，但是并未给出求极限的方法•下 
一节里所给的极限定理将使我们能够求得更多的极限. ' 


15极限定理 

我们可以通过建立单复变函数的极限和二元茭量的实函辫极限之间的联系，来探索极限的 
求法 • 而在微积分中，求实函数的极限我们是熟悉的，我们可以轻松地运用它们的定义和 
性质. 

定理 1 设 

fiz) = uixjy) + iv(xjy) ? z 0 — x 0 iyo f xv 0 = u 0 iv 0 . 

那么 ' 

lim/(z) = wo ⑴ 

当且仅当 

lim u(x,y) = u 0 且 Hm v(x 9 y) = v 0 . (2) 

U 0 ，：y 0 ) (jr.y)-(J 0 ，y 0 ) 

为证明定理，我们首先设 (2) 成立，由此得到 U ) 中的极限.由 （2) 可以知道，对任意的正 
实数 e ， 存在正实数&和表使得 


当 0 <^(x-x 0 ) 2 +(y — >) 2 < 次时， 有 丨“一“。|<"|"， 


(3) 
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并且 


当0 < x ~ ~ x 0 )^+~(y — ： y 。) 2 < & 时，有丨 v — 幻 。 I < 专. （4) 

令谷为义和而当中最小的数，由 

I (w + b) — (w。 + b。） 1 = 1 (u — w 0 ) + iiv —Vo) I < I W — w。l + l v — v 0 \ 

和 

^/(x —x 0 ) 2 + (: y — >〉 2 = I O — x 0 ) + i(y — y 0 ) 1 = 1 (j ： + iy) — (x 0 + 〜） I ， 

从 (3) 和 (4) 所述， 

I ( u - hzv ) — ( u 0 + iv 0 ) l < y + Y = e 

成立，只需 

0 <I (x + ty) — (x 0 + ty 0 ) \<^ 

这就是说， （1) 中的极限存在. 

现在我们假使 （1) 中的极限存在，由此，对于每一个正实数 e ， 存在一个正实数心使得 

| (u + iv) ^ (u 0 + iv 0 ) I <C e (5) 


成立，只需 


0 <| (x + iy) — (x 0 + iy^) I < 谷 . 

但是 

I « — Mo l<l (m — U 0 ) +i(v~v 0 ) I — I (u + iv) — (m 0 + ivo) I * 

I v — Vo I < I (w —Mo) +i(v~v 0 ) 1 = 1 (u + iv) — (m 0 + iv 0 ) I i 

并且 

I {x + iy) — ix 0 + iyo') 1 = 1 (: c —x 。） +K：y — ： y 0 ) \ = ^/(x — x c ) z + (y ^ yo Y* 

因此由不等式 （ 5) 和 （ 6), 可知 


成立，只需 

这样就得到了极限 (2). 证毕. 

定理2设 


| m — M 0 I <C I v — vq \<Ce 


0<y(m) 2 + (：v — w) 2 〈谷 


那么 


lim/(2：) = xy 0 9 且 limF(z) = Wo 
. ^*0 

lim[/(z：) + F(z)] — w 0 "KW "。 ， 
lim[/(z)F(z)J = w 0 W 0 ， 


( 6 ) 


(7) 

( 8 ) 
(9) 


閲 
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并且，如果 W 。 关0, 


回 5錯 = (10) 

这个重要的定理可以由单复变量函数的极限的定义直接证明，但是如果用定理1，那么由 
二元的实函数的极限理论，我们几乎可以直接得到这个定理. 

例如为证（9)，我们写 

f{z) = u{x,y) + iv(x^y) , F(z) = Uix^y) + , 

之 0 = 工 0 + ^0 * U； 0 = w 0 + ， W^o = L/ 0 + iVo f 

那么，根据 （7) 的假设条件和定理1，当 U ， >0趋于 (X 。， >) 时，相应的函数 U 、 U 和 V 的 
极限存在并且分别为心、叫、*7。和 V 。.所以乘积 

/U)FU) = (uU-vV)+i<ivU + uV). 

当（ X ，： y ) 趋于 ( x Q ，>) 时，其极限的实部和虚部分量分别为心％ —队 V 。和因此 
由定理1，当 z 趋于 a 的 时候； / U ) FU ) 有极限 

(u 0 Uo — VqV 0 ^> + i(v 0 U 0 + u 0 V 0 ) 

且这等于 b Q W 。， 这样 (9) 式就成立了 • 相应地，我们可以证明 （8) 和 （10). 

由14节的极限定义 (2) 容易看出 

lime = c lim 2 ： = z 0 ? 

w 0 卜 * 0 

这里 z 和 c 是任意的 复数； 并且由性质 (9) 和数学归纳法，可知 

limz" = zo in = 1 ， 2,…）. 

w 0 

所以，通过观察 (8) 和（9)，多项式 

P(z) = a 0 十〜之 + 心之 2 十… + a„z" , 

当 z 趋于％时的极限是多项式在该点的取值 

limP(z) = P(z 0 ). (11) 


16涉及到无穷远点的极限 

把无穷远点 o ° 归人复平面，并且使用与之有关的极限，在很多时候是很方 便的. 这样的平 
面被称为扩充复平面.要观察无穷远点，可以把复平面想像为以原点2=0为中心的球面沿赤 
道的投影（如图 26). 平面上的每个点 z 对应球面上的一个点 P ， 点 P 由通过点 z 和北极的直 
[4§]线与球面的交所确定 • 我们以同样的方式可以知道除北极点外球面上的每一点 P 都对应平面 
上的一点 2 .让球面上的北极点 JV 对应无穷远点，这样我们就可使扩充的复平面和球面上的点 
之间建立 一一 的对应关系.这样的球面被称为爷曼球面，对应部分则被称为球极投影. 

可以看到复平面上以原点为中心的单位圆的外部与上半球面除去赤道和北极点的部分相对 

应，并且，对每一个正实数£，在复平面上的圆周丨2丨•外的点对应于离北极点很近的点， 



解析函數 


37 



图 26 


因此我们把集合丨 z I >+叫作^的一个 e 邻域. 

我们这样 约定： 当说一个点^我们指的是有限的平面.并且今后在本书中，当考虑的是 
无穷远点时，我们都将会特别地指明. 

现在可以很容易地给出下述式子的 含义： 


lim/( 2 ：) = xv 0 

其中 Z 。或者 W 。取 o °, 或者是它们都取°°. °在14节当中，我们只要简单地把 Z 。 和 W 。 的适当 
的邻域用点°°代替.下面的定理表明了这 一点. 

定理如果 Z 。 和分别是 Z 和 W 平面上的点，那么 

lim /( z ) = oo 当且仅当 lim —L = 0 (1) 

并且 

lim /( z ) = Wo 当且仅当 lir ^/( l / z ) = w 0 . (2) 

lim /( z )= 00 当且仅当 lir ^ y^^y = 0. (3) 

我们以如下的方式 证明： 首先注意在 （1) 中的极限意味着对于每一个正实数£，存在一个正 
实数心使得 

当 0 <U — z 0 |<5 时，有 l / U )|>|， （4) 

这就是说，当点 Z 位于 z 。 的去心邻域0< 丨 z-zo I <3时，点 w =/ U ) 位于 ° o 的邻域丨 w 丨> 

丄.因为 (4) 可以被写成 
£ - 

当0 <1 z—Zo |<S 时，有 — o |< e ， 

由此便可以得到 (1) 中的第二个极限. 

(2) 中的第一个极限意味着，对于每一个正实数 e ， 存在一个正实数&，使得 

当丨 z |>4： 时， 有 I /( z ) — w 。 丨< e . 

0 

如果以 1/ sr 代替就可以得到以下的结果 


回 


( 5 ) 
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当 0< U — 0丨<5时，有 | /(1/幻一1£；。|<£， 

最后， （3) 的第一个极限可以被解 释为： 对于每一个正实数 e ， 存在一个正实数使得 

当 U 丨 〉 i 时，有 I f ( z ) |>-. ' (6) 

0 € 

如果以 i / z 代替 z ， 就可以得到以下的结果 

当 o<| z — 0丨<5时，有 | _ 0 1 < e ; 

这就给出了 （3) 的第二个极限. 

例观察 

由于 lim = 0 有 lim t2 ^ 3 = ° o , 

z-*-l tZ -\~ 6 z —1 Z +\ 

山工 i. (2/z) + i i. 2 + iz 0 古 r 2z-\- i 0 

更进一步 

4 + 1 3 3 

由于 lim - = lim $ + Z 3 = 0 有 lim ^ = 00 ■ 

厂 1 

17 连续性 

一个函数 / 称为在点 A 是连续的，如果下面所有的条件都 满足： 

lim /(2) 存在， （1) 

/(之。）存在， （2) 

lim / Cz ) = /(之 0 ). (3) 

'^ Z Q : 

可以看到实际上 （3) 包含了 （1) 和 (2) 的结论，因为等式两边的量的存在性是隐含在其中的 .（3) 
式表明：对每一个正实数 e ， 存在一个正实数&使得 

当 U — 2。|<5时，有 | / U )— /(%) |< e . (4) 

一个单变量的复变函数称为在区域 J ? 上是连续的，如果它在这个区域尺上每一点都连续- 
如果两个函数都在某一点连续，那么它们的和与积也在该点连续；当被除的函数在该点不 
为零，那么它们的商也在该点连续.这些结论可以由15节的定理2直接 得到. 注意： 由15节 
的极限 (11) 可以得到这样的结论：多项式在整个平面上是连 续的. 

我们给出连续函数的两个所期望的性质，它们的证明不是很容易的.我们的证明建立在 
(4) 的基础之上，下面我们给出定理和证明过程. 

定理1两个连续函数的复合仍然是连续的. 

这个定理的更精确的表述包含在下面的证明过程当中•设 w = /( z ) 为一个在〜的邻域 
| z - z 。 | <5有定义的函数，令取=尽(》)为定义域包含/的像(见12节）的函数.那么复合函 
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数 W = g [/( z )] 就对所有的位于 | Z - Zo | <3内的点有定义.现在假使/在点 z 。 连续， g 在加 
平面中的点 /(〜） 连续，则根据 g 在/(%)的连续性，对于每一正实数£，存在一个正实数 y ， 

使得 

当 I /( Z ) —/( z 。） | < y 时，有 I g [/( z )] — gf /( z 。）] 丨 < e . I 51 I 

(见图 27) 但是 / 在点 z 。 的连续性保证了邻域 I I <5可以选得足够小使得第一个不等式 

成立，这样我们就得到了 g [/( d ] 的连续性. 



定理2如果/在点 Z 。 连续并且不为零，那么在该点的某个邻域有/(2：)关 0. 

假使/在点 A 连续并且不为零，我们可以通过以正实数代替 （4) 当中 e 的来证 
明.这告诉我们存在一个正实数5使得 ' 

当 U — Zo |<5 时，有 | / ⑴ -/ U 。） |< 1 
因此如果有一个点 Z 位于邻域丨 I 内并且使得/(^)=0,我们就得到矛盾 

I /U。) |< 丨 . ’ . ( |。)」 . 

这样我们就得到定理的证明 • 

下面的函数 

f ( z ) = u ( x , y )+ iv ( x , y ) (5) 

的连续性依赖于其分量《(^, y ) 和识： c ， ： V ) 的连续性_注意：例如由第 I 5 节的定理 1，（ 5 )式 
的函 数在点 （ X 。，： y 。） 连续当且仅当它的每一分量都在该点 连续. 为表明这个论述的作用，假设_ 
(5) 中的函数在有界闭区域只中是连续的（见第10节），那么函数 
K ： c ，： y )」 2 +[心，>0」 2 

在 i ? 中是连续的，因此在该区域的某个点达到最大值 e . 这就是说，/在尺上有界且 I /( z ) 丨 

0 例如，参看 A. E. Taylor and W. R. Mann* Advanced Calculus , 3d ed. , pp 4 1;35-12.6 apd p, 529, 1983. 
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在 i? 上达到最大值.更准确地说，存在一个正实数 M, 使得 

对任意的 zei?， 有 1/0)1 <M. (6) 

这里等式至少对一个 z 成立. 

练习 

1. 用14节的极限定义 （2) 来证明 

-— Z 2 

(a)limRe z = Re z 0 ; (b)limz = z 0 ; (c)lim — = 0. 

^*0 z 

2. 用14节的极限定义 （2) 来证明（其中 a, 6, c 为复常数） 

(a) lim(az+6) =az 0 +6; (b) lim(z 2 +c) =z 0 2 +c; 

(c) lim [x+z( 2 j:+ 3/)] = 1 + t ( z = x -\- iy ). • 

3. 令 n 为正整数， P(z), Q(z) 为多项式且 Q(%) 关 0, 用 15 节定理 2 以及其中出现的极 


限来求下述 极限： 



(a)lim^(zoT^O ) ； 

z^i Z~Tl 

(c) !^§S- 

答案： （ a) 」 T ; (b)0 ； 

之。 

(c )^o) 



4?用数学归纳法和15节当中的极限性质 (9) 证明 


lima :? = Zo , 

这里 n 为正整数（《 = 1, 2,…）. 

5. 证明当 z 趋于0时，下面函数的极限是不存 在的： 

/ (Z)= ( f ) 2 

可以通过如下的方式 证明： 让非零的点0)和2=0, d 分别趋向 原点. （注 意： 
[53] 如同14节的例2,仅考虑 z =( x ，0) 和 z =(0, ： y ) 是不够的 .） 

6. 用下面的方法，证明15节定理2中的（8)， 

( a ) 15 节定理1当中二元实函数的极限的性质； 

( b ) 14 节当中极限的定义 (2). 

7. 用14节当中极限的定义 （2) 证明 

如果 lim /( z ) = wo 则 lim | f ( z ) | = | w 。|. 

提示」 观察第 4 节的不等式 (8) 可以写为 

II f ( z ) | — | ^0 II <1 /(^)—加 o I . 

8. 通过。这样的方式证明 

lim /( z ) = zvo 的充要条件是 lim / O 。 + Az ) = w 0 . 

— 0 一 0 

9. 证明： 如果存在正数 M 使得 I giz ) I 在 z 。 的一个邻域内成立，且 lim /( z )=0, 

卜 z 0 
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那么 

lim/(z) 莒 (z) = 0, 

10. 用16节的定理证明 

(a) !i I 2(F^ =4; (b)1 i!?(^Ty =00i (£) !^^=7 =00 - 

11. 用16节的定理证明当 

T(z) = (ad-bc^0), 

cz + d 

时，有 

(a) 如果 c = 0 则 limT(z)=oo; 

(b) 如果 c 尹0则 limr(2：)=a/c 且 lim T(2：)=oo. 、 

12. 说明为什么 i 穷远点处的极限是唯一的. 

13. 证明集合 S 是无界的（见第10节）当且仅当无穷远点的每一邻域都至少含 S 中的一 _ 

个点. ' 

18 导数 

令/为定义域包含点 A 的一个邻域的函数，那么/在点 A 的导数，记为 /'U )， 由下面 
的等式定义 

/( Zo ) = lim /⑴一价。) (1) 

z^z 0 Z~ Z 0 

(假定这个极限是存在的).如果/在点 A 的导数存在，则称为它在该点是可^的. [54] 

通过对定义 （1) 里面的变量 Z 用新的复变量 


AZ = 2 — Zo 

来表示，我们可以将定义写为 


/,(zo) = 


f(z 0 + Az) — /Oo) 

XT '~~ 


( 2 ) 


注意： 因为 / 是在 A 的整个邻域有定义的，所以当 I Az I 充分小的时候， /( A + Az ) 总是有 
定义的（如图 28). 



图 28 
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[55] 


当考虑 （ 2) 中的导数的定义，我们经常把关于的 z 。 记号舍弃而使用下面的记号 

Axu = /(Z + 厶2 ) — fiz) 

这个记号表明 / 在某个点的值随自变量的变化而变化 . 那么，如果我们用 ^ 记 /'( 幻，方程 
(2 ) 就变为 


Aw _ Att’ 

Az— 0 A2 


(3) 


设 /(Z)=2 ； 2 ， 在任意点 Z 


lim^ 


lim 


iz+^zY-z 2 


lim( 22： + A 2 ：) = 2z 


既然 2 z +Zi z 是关于的多项式，就有 _ = 2z ， 或者 /U)=2 


例 2 下面考虑函数 /(z)= I H 


石 . 

这里 


Auj = | z + Az 1 2 一 1 z 1 2 = (g +Az)(z +Az) 一： 
Az Az 


= z + ^z + 


如果 g 的极限存在，那么我们可以让点 AzsCAa ：， Ay) 以任意的方式趋向于原点来求得极限 . 

特别是，当么 ^ 在实轴上通过点 （ Ax, 0) 水平地趋向于原点（见图 29 )， 

~Kz = Ax + i0 = Ao: — iO = Ax + tO = Az 


△: y 


(0, Ay). 


( o ，。) 1 

(A^,0) Ax 


图 29 


在这样的情况下 




因此，如果 _ 的极限存在，它的值必为 [+Z. 然而，当沿虚轴通过点（ 0 ， △: y ) 竖直地趋向 

/S.Z 

原点，则 

Az = 0 + i^y = 一 （0 + iAy) =— Az 


我们就可以得到 
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— z + Az ~ z 

因此，如果极限存在，必为^因为极限是唯一的（见14节），可得 

Z + Z ~ Z ^ Z 

即之= 0,如果^存在的话. 

下面我们证明在 z =0, ^存在，实际上，我们可以观察到当 z = o 时，^变为&，由此 
可知当且仅当 z = o , ^存在且为 o . 

例2表明一个函数可以在某个点可导，但是在这个点的任意邻域都不可导.因为 /( Z ) = 

I z 1 2 的实部和虚部分别为 

u ( x , y ) = x 2 + y 2 和 vix , y ~) = 0 (4) | 56 I 

所以，这个例子也 表明： 即使一个函数在某个点有任意阶的连续的偏导数，它也未必在该点 
可导. 

函数 f ( z )= | Z | 2 在复平面上每一点都是连续的，因为它的 （4) 中的每一个分量都是连续 
的.所以函数的连续性不可以保证其可导性，但是如 果函数在某个点是可导的，那么它在该点 
一定是连续的， 为了表明这一点，我们设 / U ) 存在并且写为如下的形式 

lim[/(z)-/(z 0 )] = lim /(z) ~ /( W limU—/ U) . 0 = 0 

z—2： 0 z—z 0 之 一 Zo 

由此可以得到 

lim/(2：) =/Oo). 

这就是 / 在〜的连续的定义(见 17 节）. 

复变函数的导数的几何意义比实函数复杂，我们将把它放到第9章. 


19微分公式 

18节中导数的定义和实函数导数的定义是相类似的，实际上，下面所给出的基本的微分 
公式都可以用微积分的方法得到，在这些公式当中/在*的导数记号为 £/( 幻或者 /'( z ) ，我 


们可以根据需要随意使用. 

c 为复常数，/为在点 Z 存在导数的复函数，很容易证明下面的一些 结论： 
-^-c = 0, ^2 = 1» 去 [c/(z)] = cf r (z). 

并且如果 n 是一个正整数 

ir = nz ^- 

这个公式当2：关0时对于负整数《也是成立的. 


( 1 ) 

(2) 


[ 57 ] 
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如果/， f 在点 z 存在导数，那么 


第2章 


£[/(z) +F(«)] = f , ( z )+ F , ( z ), (3) 

^[/( z )F(2)] = /( Z )F'( Z ) +/(2)F( z ) (4) 

并且当 FU) 关 0 时有 

d r/(^>l _ FCz)f'(z) - fiz^F'U) /c 、 

石1_丽」 [FU)] 2 • 

下面我们推导 (4) 式，我们先把 /(z)FU) 中的变量写为 

Axv =^ f{z + Az ) F(z + Az ) — f { z ) F ( z ) ' 

= /(z)[FO + Az ) — FO)] + [/(之 + Az ) — f ( z )^ F(.z + A《). 

于是 

^ = g z ) F ^ z + + /^ + A 2 >-/(£2 F (z + Az), 

Az Az Az 

让 Az 趋向零，于是我们就可以得到欲证的 /U)F(z) 导数. 在这里我们使用了 FG) 在点 z。 连 
续这一事实，因为当趋向零时， PXz+Az) 趋向于 F(z)( 见17节的练习 8). 

对于复合函数，微分的链式法则也是成立的.如果/在点〜有导数， g 在点 /U。） 有导 
数，那么函数 FO)=g[/U)] 在点 z。 有导数，并且 

F f ( z 0 ) = g’[/(z 0 )]/’(O ⑹ 

如果我们采用记号 w=/(z) 和 W = ，那么 W =- F ( z ), 链式法则就成为 

dW = dW dw 
dz dtt; dz' 


例求 （ 2z 2 + z _) 5 的导数，令 w=2z 2 +z •和 W ； = w 5 ， 那么 

d(2z 2 + _j ) _ 5 _ 5 w 4 4z = 20z(2z 2 +0 4 . 
az 

下面我们证明公式 （6). 选择一个 /'U 。） 存在的点 z 。， 如果记 w 。 =/(〜），同时也假设 
/( W 。） 也存在，则存在 w 。 的 e 邻域 I w-wo 1 < e 使得对所有的加。的 e 邻域1 rv — w 0 | < S 中 
~581的点 w ， 我们可以定义少 的值： $(叫）= 0且 

= g ( w ) - g - ( ^ l -/( Wo ) (当 。时） . （7) 

XV — Wo 

注意： 根据导数的定义 

lim ^( w ) = 0 (8) 

w—u； 0 

因此步 ( W ) 在 W 。 连续. 

于是 （7) 可以写为下面的形式 

g ( xv ) — gi - wo ) = [g-'C^o) + 少 （ w)](w — W 。） (| — t^o I < e) (9) 

这个式子当 w = w 。 时也是成立的.既然 / u 。） 存在，那么/在&也是连续的.我们可以适当 
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地选择正实数使得如果 z 在 z 0 的5邻域 | z-zo I <5时， /( z ) 在 w 0 的 e 邻域丨 w - w 0 | 
< e 中. 这样就可以在方程 （9) 中当=在 2 。的5邻域 I z 。丨 <5时，用 /( z ) 替换变量加.在 
这样的代换以及 t ^=/( z 。） 下， （9) 式就成为 

g [/(^)]- g [/( Z o )] = {g ' [/u)]+ 机 /(Z)] } / (Z) —/ (Z 。） ， 

z 一 z 0 z - z 0 

(0<| 2 - z „ |<^), (10) 

在这里我们限制 Z 关 Z 。， 于是被除数便不为零.我们已经注意到/在 Z 。 点连续，中在 W 0 = 
/( z 。） 点连续，于是复合函数中[/(2)]在2。点连续，并且既然少(加。）=0,于是 
limO [/( z )] — 0. 

. 

于是当 Z 趋于 Z 。 时，等式 （10) 的极限便成为 （6). 


练习 


1. 用19节的结果来求下列函数的 导数： 

(a)f(z') = 3z 2 — 2z+4 ; (b)/(^)^= (1 — 4 之 2 ) 3 ; 

(c)/( 2 )=g^(^-y); ( d )/( 2 ) = ( i y - ) -( Z ^0). 

2. 用 19 节的结果来 证明： 

( a ) n ( n > l ) 次多项式 

P ( z ) = a 0 + a 1 z + a 2 z 2 ~i - h a „ z " ( a „ # 0) 

处处可导，且导函 数为： 

P \ z ) = ai + 2 a 2 z -\ - 


( b )( a ) 中的多项式 PU ) 的系数可以 写为： 

ao = P (0), ai =^>, a 2 = ^ P ，-, a ^^. 

3. 用 18 节的定义 (3) 来直接证明 

当 /( z ) =丄， 2 关0时，有 /’ U )=— A ， 

Z . . . Z 


4.设 f ( zo )= g ( z 0 )= 0 . 


且 / U 。）， 〆 ($)存在且不为零，用18节的导数定义 （1) 证明 


lim 

^0 


/(Z) = /(Zq) 

giz) g f (z 0 )' 


5. 推证 19 节的两个函数的和的导数公式 (3). 

6. 当《为正整数时，使用下面的方法对于函数的导数，推证19节的表达式 （2): 

( a ) 19 节的关于两个函数的积的导数公式 (4) 以及数学归 纳法. 

( b ) 18 节的函数的导数定义 （3) 以及二项式公式（见第3节） • 

7. 推证19 节的 表达式 （2) 对于函数 z ” 的导数在 n 为负整数（《=_1，一 2， …）时仍然是 


成立的，其中 ^0. 


圆 
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圆 


'提 示： 记 m =_ n ， 使用两个函数商的导数公式. 

8. 用18节的例2的方法证明在任意点，下列函数的导数 /'( z ) 不存在. 

(a)/(z)=i ； (b)/(z)=Re z ； (c)/(z) = Im z. 

9. 设 / 为取值如下的 函数： 

以、 fd ， 当时 

/U) = 卜 

I 0,当2： == 0时 

证明： 如果 Z = 那么在实轴或虚轴上的位于 Az 平面或是 Ax △: y 平面上的非零的点有 

^ = 1. 然后证明以上平面上的点（△: C ，&) 在直线 A ： y = A:c 上有 ^== — 1. 从以上的结论推 

证/'(0>不 存在. （注 意： 要证明这个结论，仅仅在 Az 平面上以水平或是竖直方向趋近于原点 
是不够的 .） 


20柯西-黎曼方程 


在本节中，我们将得到一对方程，使得它们 刚好； ^函数 

fix ') = w(x,y) + ivix , y ) ⑴ 

的分量函数“和^在点 A = ( A ，>) 的一阶偏导数，即/在点(工。，加）的导数存在时应该满足 
的条件.我们还要证明如何用这些偏导数来表示/在该点的导数/'(%)■ 

我们以下面的方式 开始： 记2。=：1：。+ ~。， Az=A_r+iA;y 且 
Aw = f (. z 0 + Az) — /(z。） 

= [ m ( x 0 + Ax,y 0 + Ay ) — u ( x 0 ，: V。）] + i \_ v { x 0 + Ax , y 0 4 - Ay) — v ( x 0 ，: y。）]， 

设导数存在，即 

/(2 。 )= 1^ 尝 (2) 

从第15节的定理1我们知道 

/’(z 0 ) = lim Re 宇 ^ + f lim Im (3) 

(Ax，Ay)—(0,0) (Ar.A^)-*(0,0) 

要 记得： 表达式 （3) 在我们以任何方式让 （Az, △: y) 趋向于(0， 0) 时都是成立的.特别是，我们 
让（△: C， △:V)通过（△: C，0) 水平趋向于(、0, 0)，就如图 29( 见18节）.当 △> = () 时，商^就 


成* 

因此 

并且 


Auj _ 
_ 


u(x 0 + Ax,yo)-M(xovyo) , • 。（工 0 + Aj ， yo) lOo’yo) 


Re ^ = lim 心 。 + &，> )-—.，. W = Ul Uo,yo) 

) Az Ax—0 Ax 
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lim Im^= lim 一 = 以工 。 ， y 。) 

(Ar. 厶， )- ►(0,0) AZ Ar-^0 L^X 

在这里 lO 。，>) 和 t 4( X 。，>) 分别代表《和^在 0 c „，>) 的一阶偏 导数. 用这些表达式代人 
(3) 就可以得到 


/'( 2T 0 ) = U^ixo »>) + iv x { x 0 , y 0 ) 

我们也可以通过点（0, △?) 让趋向于0,在这种情况下 △: c = 0 并且 


Aw 

Az 


u ( x 0 ，: y 0 + A ： y ) — u ( x 0 » y 0 ) 



十 户。’ y ° + △夕一 ♦ w ) 

tAy 


vixa ,y 0 + △: y) — v(jo 0 ， : y 0 ) _ i u(x 0 ， y 0 + Ay} — u(x 0 ， : y 0 ) 

△: y △: y 


很明显地，有 

lim Re lim + Ay ) - vCxo^oi = 

< Ar . Ay )-*(0,0) Ay -*-0 Ay 


并且 


lim Im^=-lim »(工。 ’> + △广— =_ ★ 

(^r.Ay)-*<0,0) L^Z Ay-*0 


因此从表达式 (3) 可以得到 

/’（ z 0 ) = v y ( x 0 ，: y 0 ) — iuy ( x 0 ，: y 0 ) ， 


(4) 


回 


(5) 


这里《和”的偏导数是关于>■的， 注意： （5) 还可以写为 

/’（ z 。）=— i [_ u y ( x 0 ,>) + iv y ( xo ，: y 。）]. 

方程 (4) 和 （5) 不仅用偏导数的形式给出导数 /(叫） 的表达式，而且还给出 /'(☆) 存在的必要条 
件. 因为我们只要把这两个方程的实部和虚部分别做比较，就可以看到只要 /(☆) 存在，就有 
u x ix 0 ,y 0 ) = v y (x 0 .^o) tu y (x 0 ,y 0 ) =— v x {x 0 ,y 0 ) (6) 

为了纪念发现它们的法国数学家柯西 （ I 789 一 1857 )， 以及后来对单复变函数的发展作出贡献的 
德国数学家黎曼 （1826—1866) ， 人们把方程 （6) 称为柯西-黎曼方程. 

我们把上面的结论归结为以 下的： 

定理设 


/( z ) = u ( x , y ) + ivix ^ y ) 


并且 /，（ Z ) 在点2。=1。+0。存在，那么分量“和 W 的一阶偏导数在点2。=1。+2>。存在，且在 
该点满足柯西-黎曼 方程： 


而且 /'( Z 。） 可以写为 


U x = Vy, Uy 二一 V x 

(7) 

f ( z Q ) = u x + iv x , 

(8) 


在此一阶偏导数在点（: T 。， ： V 。）取值 • 

例1在18节例1中我们证明了函敎 


f 62 l 
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/( z ) = z 2 ^x 2 -y z + i 2 xy 

在每个点都是可导的且导数为 /' U ) = 2 Z . 要证明每点都满足柯西-黎曼方程，我们注 意到： 
u(x,y') = x 2 — ： y 2 ， v{x,y) — 2 xy 

因此 

U X = 2 x = Vy , Uy =— ty =— v x 

并且，根据方程 (8): 

f iz) = 2 x + i 2 y = 2 (x + Z3 >) = 2 z 

因为柯西-黎曼方程是函数 / 在点 z 。 导数存在时应该满足的必要条件，所以它们可以被用 
于确定函数/导数不存在@ 点. 

例2 对于函数 /( z ): U 丨 2 ,我 们有： 

uCx,y~) = x 2 + y 2 , v(.x,y) = 0, 

如果柯西-黎曼方程在某个点 U , >0成立，那么就有 2 x = 0 或者 2 ：y = 0, 或是 • rsysO . 因此 
在任何的非零点 /'( z ) 不存在，正如我们在18节例2中证明的. 注意： 上面的理论并未保证 
/(0)的存在性.下一节的理论将会保证这一点. 

21可微的充分条件 


柯西-黎曼方程在某个点 U 。， ： V 。）成立，并未足以保证函数/在该点可导(见22节的练习 6). 
但是，如果还有在该点的连续性，我们就可以得到下面的有用的 结果： 

定理 设函数 


/(z) = u{x,y) 

为定义于某个点的 S 邻域，并且分 量 《和 U 关于 I 和 :V —阶偏导教在点^0=為+6>。 
的 e 邻域内分别存在，如果这些一阶偏导数在点(為， ： y ») 连续且在点 U 。， ： y 。） 满■足柯西-黎曼方程 

U x ~ VyJ Uy — — V x » 


|~631 那么 /'( a ) 存在. 

下面开始证明，我们先记 Az = A ： c + 込: V ，这里0< 丨 Az 丨 <e 并且 

Aw = /(z 0 + △之）一/(之。 ） 

因此 

Aw = Au + iA*u 

这里 

Am = u(x 0 + Ax,3?o + △: V) _ “ (工。 ，: yo) 

以及 

= vix Q + Ax,y 0 + Ay) —v(：r 0 ，y 0 ). 

由已知一阶偏导数在点 u 。， 加）连续，我们可以得到 s 


CD 
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Au = u x (x 0 + u y (x 0 ,y 0 )△>■ + £】 V (Ax) 2 (Ay ) 2 (2) 

以及 

Av = v x {x 0 ，: yo) △工十 v y (.j ： o,y 0 )+ e 2 V(^x ) 2 + (A^) 2 ， (3) 

当 （A:c，Ay) 在 Az 平面上趋向于 (0, 0) 时， £1 和 £2 趋向于 0. 把 (2) 和 （3) 代人 （1) 就可以 得到： 


Aw =u I (x 0 , yo) Ax + u y (x 0 ,y 0 )Ay + ei %/ (△: c ) 2 + ( A ^) 2 

+ i [ T4 ( x 。, y 0 )Ax + v y ixo , y„)^y + £ 2 '/ ( Ax ) 2 + (△: y ) 2 ]• (4) 

假设柯西-黎曼方程于点 （ X 。，>) 成立，我们在方程( 4 )中可以用一 ％( X 。，>) 替代〜 U 。， 
>) ,用 m / j :。， ： y 。） 替代％ (： C 。 ， y 。）， 然后用 Az 除以两边就得到 


= 2^(3： 0 ，: y 0 ) + iv x ( x 0 ，: y 0 ) + (ei + k 2 ) /(△ x ) (△〉） . (5) 1 64 1 

fiJ&y/(Ax ) 2 + (A>') Z = I & 丨 ，因此 



并且当 （ A ： r ，△：>；) 趋于 （0, 0) 时， ei + ie 2 趋于 0, 因此方程 （5) 的右边的项当 △== Ax + i △: y 趋 
于0时也趋于0,这就意味着方程 (5) 的右边的极限存在且 • 

fizo ) = u , ，. + iv x , ⑹ 

其中右边在点(^， ： V 。）取值. 

例1 考虑指数函数 

/( z ) = e z = e x e iy (z = x + iy ) 

其映射性质我们在13节已经讨论过.观察欧拉公式（见第6节），可以将其写为 
/( z ) = e x cos y + ie^sin y 


当 sin ; y、cos ：y 取值时: V 为幅角，那么 

uix , y ) = e x cos y 且 vix . y ') — ^sin y 

因为 n , My = — h 处处成立，且这些导数都是处处连续的，在整个复平面上定理的条件 
都得到满足，所以 / U ) 处处存在，并且 

f ( z ) = u x + iv x = e"cosy + ie x siny 


注意： 

例 2 从本节的定理可以知道函数 / U )= I z 丨 2 ,分量为 

u ( x , y ) = x z + y 2 且 v { x , y ) = 0 

在点; r ==0 导数 存在. 实际上， /'(0)=0 + i 0 = 0( 与18节的例2做比较），可以 知道： 在任何一 
个非零的点导数不存在，因为在这些点不能满足柯西-黎曼方程 • 


0 例如：可以参考 A. E. Taylor and W. R. Mann’ Advanced Calculus ， 3d ed. ， pp. 150-151 and 197-198，1983. 
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22极坐标 


如果 z 。 浐0,我们将在本节中使用下面的极坐标映射 


f 65 l 


x = rcosd , y = rsind 


( 1 ) 


来复述 21 节中的定理. 

函数 W =/( Z ) = M + b 的实部和虚部用变量 x 和 y 来表示还是用 r 、 6来表示取决于我们采 
用 z = + 还是 Z = 的形式.设《和^的关于 x 和 J 一阶偏导数在非零点 A 的某个 

邻域内处处存在，这些一阶偏导数在点 A 连续，那么，《和”关于「、0的一阶偏导数具有同 
样的性质，并且我们可以用两个变量的实函数的链式法则把它们写出来，更准确地说，因为 


3 u — 3 u 3 x , 9 u 3 y d u _ d u d x , 3 u d y 

'dr d x d r d y d r' d d d x d d 3 y d 0 ’ 

所以可以写为 

M r = m x cos^+M y sin0, u e =— u x r smd + u y rcos 8 . (2) 

v r = w x cos^+u,sin0, v e =— v^rsind + v y rcosd . (3) 

如果分别关于: c 和 5 —阶偏导数在点 A 满足柯西-黎曼方程 

u x = v y , u y =— v x (4) 


方程 （3) 在点知就有 

v r ―― u y cosd + u x sind , v g = u y rsmd + u x rcosd ⑸ 

从方程 (2) 和 （5) 可以清楚地看到在该点有 

ru t = v e , u g =— ru r ⑹ 

从另一方面说，如果已经知道方程 （6) 在点％成立，就可以直接证明（见练习 7) 方程 (4) 也在该 
点成立.因此方程 （6) 就成为柯西-黎曼方程 (4) 的另一种形式. 

我们现在就可以用极坐标复述21节中的定理 • 


定理设函数 


f(z) = u(r t d) + iv(r,9) 

[~66 l 在非零点2。=^^乂 ？ (^>。）的某个邻域内处处有定义，并且“，和 I 关于 r 、 0的一阶偏导数在该邻 
域内处处存在.如果这些一阶偏导数在点（6，0。）连续并且满足下面的形式 
m r = v e , u e =— rv r 

即在点 r 。， 乳的柯西-黎曼方程的极坐标形式，那么 /\ z 。） 存在. 

这里的 /( z 。） 可以写为（见练习 8) 

/( z 0 ) = e ~ iS ( u r + iv r ^, (7) 

其中右边的式子在点 r 。、 氐取值. 

例 1考虑下面的函数 

f( z ) = — = JL = —e~ ie = 丄 （ cos0 — isin0) (z ^ 0). (8) 
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因为 

uir , 9) = £2^ 且 v(r , e) = _ sm ^ ； 


(9) 


网 

因为定理的其他条件也是成立的，所以 /'( z ) 在 / U ) 的定义域内是处处存在的.从 （7) 式我们 
还可以得到 

/(2)= ^[^ C ° S ^ + ^ Sin 3 ]^ 

或者 

/，(z) = 忘’ 3 = = 

注意当在/的定义域内选定某个特别的^则 / u ) 在该点的取值为冗(见11节），所以这里 
/ U ) 最后的表达式可以写为如下形式 

iz z ' n = 

这样的幂函数将会在第3章更仔细地讨论(见32节). 

练习 

1. 使用20节的定理 证明： 如果 /( z ) 是如下的函数，则在任意点 /( z ). 都不 存在： 

(a)/(z)=S; (b)/(z) = z-i; 

(c)f(z) = 2x + ixy 2 -, (d)f(z)=e x e- iy . 

2. 使用 21 节的定理证明在下面的情况下 / U ) 和 /( z ) 是处处存在的，并求出 /'( z ). 

(a)/(z) = iz+2; (b)/(z) —e~ z e~' y ? • . 


上面定理的条件对于复平面上任意的非零点 z = reH 特别是柯西-黎曼方程 

cos 没 n sind 

ru r - - - v Q 且 u e -- - rv r 

r r 

是成 立的. 因此当 Z 关0时 / U ) 存在； 并且根据 （7) 式： 

/u) = e ，(— ^ + 士 =-》• 

例 2 上面的定理可以被用来 证明： 当 a 是定常数，函数 

fU) =^e im (r>0,a<d<a + 2T：) 

在其定义域内导数是处处存在的.这里 
u(r ， d )=， 


'y K v(r 9 6) = ^rsin y. 


于是 


= 衣 ms 立 


fsin{=-^ 
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(c)/(z) =z 3 ； (d)/(z) = cosxcoshy 一 tsinxsinh^. 

答案： （ b )/'( z )=/( z ); (d)fCz) = -f(z). 

3. 使用 20 节和 21 节的定理讨论在下面的情况下 /( Z ) 存在的条件，并将其求出. 

(a)/(z)=-l; {b)f(z)=x z +iy z ; (c) f(z)=zlmz. 

z 

答案： （ a )/’（ z ) = — 关 0); (b)/U + ix)=2x, (c)/(0)=0. 

4. 使用 22 节的定理证明下列函数在其定义域内是可导的，并用该节的表达式 （7) 来找出 
f(z). 

(a) /( Z )=^-( Z ^0); 

(b) /( 2 ：) =4re ien (r>0, ot<id<^a J r2n s > ; 

(c) /(z) = e"" ff cos(lnr)+/> _3 sin(lnr)(r>0, 0</9<2 丌 )_ 

圆 答案： ( b )/( z ) = 2^ y ; ( c )/( z ) = i -^. 

5. 证明当 /( z )=_ r 3 + £(l —： y ) 3 ， 仅当时，才可以有下面的 形式： 

/’ （ z) = u x + vv x = 3x 2 . 

6. 令“和1^分别为由下面的方程所决定的函数 / 的实部和 虚部： 

/U) = [ . 

[0，当 z = 0 B 寸 

证明函数/在原点满足柯西-黎曼方程1 =〜， 〜==— %(试比较 I 9 节的练习9,在那里证明 
了 /'(0)是不存在的） • 

7. 从22节方程 （2) 解出 w ， 心，证明 

u x = U r cos0— u e , u y = u r smd + u e 

然后用与这些方程相似的方法 解出％ ，％， 证明： 在 2 2节中，如果方程 （6) 在点 z 。 成立，则 
方程 (4) 也在点 Z 。成 立. 这样就完成了 22节方程 （6) 的证明，此即柯西-黎曼方程的极坐标形 
式的证明. 

8. 设函数 /= M + z . iy 在非零点2。=^(^0(冰）可导，使用练习7中的〜.、并结合22节 
方程 (6) 即柯西-黎曼方程的极坐标形式，把21节中的表达式 

f(z 0 ) = U x + iv x 

改写为 

f f (zq) = e~ ie (u r iv r ) 

的形式，这里 A 、 tv 在点 （ r 。， 汰） 取值. 

9. ( a ) 用 22 节方程 （6) 即柯西-黎曼方程的极坐标形式，来推导练习8中 /( z 。） 的如下形 

式的表达式 . 
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/'(之 0 ) = ― ~( u 8 + iv e ), 

Zo 

( b ) 用 （ a ) 中 / U ) 的表达式证明： 22 节例1中函数/(幻=^(#0)的导数是 = 

1 

?. 

10. ( a ) 回忆（第5节 ）z = x _+ z >， 那么 

_ Z + Z □ Z — Z _ 

工 = 且 尸 ]T- [IE 

通过形式地运用微积分当中二元实函数 FU ， >0的导数链式法则，来推导下面的式子 

d z 9 jo d z 3 y d z 2 \ d x ^ y / 

( b ) 由 （ a ) 提示，可定义算子 

3 1 / 3 丄 . 3 、 

-^^ = J(T^ + ^ Y-y)^ 

证明，如果一个函数 /( z ) = M (： c ， y ) + ivU , W 的实部和虚部的一阶偏导数满足柯西-黎 
曼方程，那么 

= yC ( M x - %)十 iiv x + u y )2 = 0. 

这样就推导出柯西-黎曼方程的复形式3 // a 5=0. 

23解析函数 

现在我们介绍解析函数的 概念. 如果一个复函数 / U ) 在某个开集的每一个点都可导，则 
称它在这个开集上是解 析的. 如果说一个复函数/在某个非开集 S 上解析 e ， 则理解为它在包 
含 S 的某个开集上解析.特别地，/在点 Z 。 解析是指它在该点的某个邻域内解析. 

我们注意到，例如，函数 / u )= +在复平面上的每个非零点都是解析的，但是函数 /( Z ) 

= 在复平面上的任何非零点都是不解析的，这是因为它的导数仅在点 z = 0 存在并且在 

-I Z I 

它的任何邻域内都不存在（见18节的例 2). 

整函数 是在整个复平面上都解析的函数，因为多项式的导数是处处存在的， 所以多项式是 
整函数. 

如果函数/在点 Z 。 的某个去心邻域内解析，但是在点 Z 。 不解析，则把2。称为奇点，或者 
说是/的 奇点. 点2=0明显是函数 / U ) = ^ 的奇点，而函数 / U )= I Z I 2 没有任何的奇点， 

因为它是处处不解 析的. 


㊀在某些文献中也用正则和全纯的概念来表示解析_ 
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函数/在某个区域 D 解析的一个必要但不是充分的条件为：函数/在整个区域 D 是连续 
的.函数对柯西-黎曼方程的满足对于解析是必要而不充分的条件，函数在某个区域 D 解析的 
充分必要条件可以由21和22节的定理得到. 

[Tol 其他有用的充分条件可以从 19 节中的导数公式 得到. 当两个函数可导时，它们的和与积 

的导数也是存在的，因此， 如果两个函数在某个区域 D 解析，那么它们的和与积也在该区域 
上解析. 类似地， 如果被除的函数在区域 D 内不为零，那么两个函数的商在该区域内也是解 

析的.特别地，两个多项式的商^在 Q ( z )#0 的区域内是解析的. 

‘从复合函数导数的链式法则，我们可以发现两 个解析函数的复合仍然是解析的， 更准确地 
说： 如果函数 / U ) 在某个区域 D 内解析并且在映射 w = / U ) 下的像（见12节）包含于函数 
g ( w ) 的定义域，那么复合函数 g [/ U )] 在区域 D 内解析，且导数为 

下面的定理不仅是我们所要期望的，也是很有用的. 

定理若函数 /(Z) 在区域 p 内是解析的，且在区域 D 内处处满足 /'( z )=0， 则 /(Z) 在 
区域 D 内为常数. 

我们通过写 /( z ) = m (: c , y ) + iv ( x , : y ) 的形式来 证明. 由于函数在整个区域 D 内满足 
/'( z )=0, 注意到 + = 并且由柯西-黎曼方程％_以,=0，所以 

• u x = u y = v x = v y = 0 

在整个区域 D 内每一点都成立. 

下一步，对任意一条从点 P 到点，的直线段 L 都位于 D 内，我们证明 “ U ， 30 在直线段 
L 上为常数，我们用 s 表示从点 P 出发到 L 上任意一点的距离，1/表示沿 s 增加的方向的 L 上 
的单位向量（见图 30). 



从微积分我们 知道： 方向导数#可以写为内积的形式 
穿 = (grad m ) • U , 


这里 grad m 是梯度向量 


grad u = u x i + u y j. 


(2) 
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因为 I ，在区域 D 内是处处为零的，那么梯度 grad «在£上处处为零，因此由 （1) 就有导 
数^在 L 上处处为零；这就意味着 《在1 上为常数. 

最后，因为对于区域 D 的两个不同点 P 和0总可以找到这样的有限条直线段把它们连起 
来（见第10节）， M 在点 P 和 Q 的取值是相同的，那么，我们就可以得到这样的 结论： 存在一 
个实常数《，使得 M U ， 在整个区域 D 内处处成立.类似地， t ；( x , y )= b -, 我们就可以 
得到 /( z)= a + A 于 D 内的每个点都成立. 

24举例 

正如 23 节中所 指出： 通过使用 19 节所给的各种微分公式，可以判断一个函数是杏解析 • 

例1商 

rf 、— 之 3 + 4 

nZ) "" (之 2 —3)( 之 2 +—1) 

除在奇点'外，在整个 z 平面上都是解析的，其解析性是取决于我们所熟悉的 
微分公式的存在性，当我们需要求 / u ) 的时候就可以用这些公式 • 

当一个函数以分量 u ( x ， W 和(: c ， 的形式给出，要验证其解析性可以直接用柯 西-黎 
曼方程. 

例2当 

f ( z ) = cosh x cos y + isinh x sin y , 

其分量为 

uix , y ) = cosh x cos y 且 vix , y ) = sinh x sin y . 

因为 

u x = sinh j ： cos ^ = v y 且 u y =— cosh x sin y =— v x 
处处成立，所以由 21 节的定理可知 / 是整函数. 

最后，我们将举例说明前四节的定理，特别是 23 节的定理，可以用来获取解析函数的一 
些重要性质. 

例 3 如果函数 ’ 

fiz ) = u ( xyy ) + iv ( x , y ) 

与其共轭函数 

f ( z ) = u ( x , y ) — iv ( x , y ) 

在区域 D 内都是解析的.容易验证函数在区域 D 内为常数. 

为了证明这-一点，我们把7^1写为 

f ( z ) = U ( Xfy ) iVix ^ y ) ^ 

这里 ' 

U ( xjy ) = uix , y ) 且 V (, x 9 y ) ^=~ v ( x , y ). (1) 


nn 
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/( z ) 在区域 D 内解析，由20节的定理，柯西-黎曼方程 

U„ = Vy, U y =— V x (2) 

在区域 D 内是成立的，同样的道理， 7^5" 在区域 D 内解析告诉我们 

U x = v y , u y =-v.. 

观察 （1) 式可知最后的式子可以写为 

U x = — Vy , Uy = V x . (3) 

把 （2) 和 （3) 的第一个方程的对应两边相加，我们就可以得到区域 D 内1 = 0;同样的道理，把 
(2) 和 （3) 的第二个方程的对应两边相减，便可知〜= 0,那么根据20节的 （8) 式： 
f ( z ) = u x + i Vl = 0 + f 0 = 0； 

从 23 节的定理便可知 /( z ) 在整个区域 D 内为常数. 


练习 


間 


1. 用21节的定理来明下面的函数都是整函数 


(a)/(z) =?,x-\-y+i{'iy — x') ; (b)/(z) =sinxcosh^+icosxsinh^; 

(c)/(z) =e _y sinj ： —ie _>, cosj：; (d)/(z) = (z 2 — 2 • 

2. 用 20 节的定理来证明下面的函数都是处处不解 析的： 

{edf(z)=xy+iy, (b) fiz)=2xy+i(x 2 ~ y 2 ) 

U)fiz)=e y e iI . 

3. 说明为什么两个整函数的复合是整 函数. 并且说明为什么两个整函数的线 性组合 

是整函数(其中 Cl 、 c 2 是复常数). 

4. 找出下列函数的奇点并说明为什么函数除这些点外是解 析的： 


(a)/U) = 


2 z~\~l 
z ( z 2 十 1); 


( b )/( z )= — 
z 


z 3 + i 
-3 z +2 ; 


( c )/( z ) = (2 . +2)(z2+2z+2) . 

答案： ( a)z = 0, ± i ; ( b ) z = l , 2； ( c ) z =—2, 一 1 士 i . 

5. 根据 22 节的练习 4( b ), 函数 


g ( z ) = ■ Jre ,m ( r >0，—7 r < C 0〈 Jt ) 


在其定义域内是解析的，并且满足' 


g ' Z) = 2 ^ z )' 

证明复合函数 GO )= g (2 z —2 + i ) 在半平面 x >\ 是解析的，并且 


G ' iz ) = 


g(2z — 2 -h 0 * 


提示：当 X>1 时， Re (2 z -2 + t )>0. 
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6. 用22节的结果来证明函数 

g ( z ) = Inr+id (r>O,O<0<2x) 

在其定义域内是解析的并且满足 〆 + , 由此证明复合函数 GU )= g ( Z 2 + l ) 在第一象限 
^>0, y >0 是解析的，并且 

G，(z > =?Ti- 

提示： 当 x >0，； y >0 时， Im ( z 2 +1)>0. 

7. 令 / U ) 在区域 D 内解析，则如果以下条件之一成立，必有 /( z ) 在区域 D 内为常数. 

( a )/( z ) 在区域 D 内恒取实 数值； （ b ) 丨 fiz ) I 在区域 D 内为常数. 

提示： 用柯西-黎曼方程和23节的定理来证明 （ a ); 对于 （ b ), 注意到当 I . / U ) 丨= 
c ( c 衿 0) 时 

再利用24节例3的结果. [II] 

25调和函数 

如果两个实变量 X 和>> 的实函数 H 在所给的 13 ；平面上的区域上有连续的一阶偏导数、二 
阶偏导数存在且满足微分方程 

+ = 0, ⑴ 

即 拉普拉斯方程 在整个区域内成立，则称 H 是调和的. 

调和函数有着重要的应用.例如，在平面中薄圆盘上的温度函数 HU ， ： y ) 就经常是调 
和函数.当函数 17 U ， W 表示在与电荷无关的三维空间内部变化的静电势能时，它是调和的. 

例 1容易验证函数 TU ，： y ) = e 〃 siiu : 在 J ：; y 平面上的任何区 
域内是调和函数，特别是它在无穷半带形 0< r < Jt ， ： y >0 上调和. 

它还可以取如图31所示的带形的边界值，更准确地说它满足以下所 
有 条件： 

T^Cx.y) 4- T^ix.y') = 0, 

T (0, y ) = 0, T ( n . y ) = 0, 

T ( x ,0) = sinx , limT ( x , y ) = 0, 

这表明了 xy 平面中薄圆盘上的温度是稳定的，上面没有吸热和放热 
的点，并且除了沿边界的条件以外没有隔离 的点. 

我们将在后面的第10章和其后的一些章节里考虑运用单复变函数的理论来求如例 1 中的 
溫度的解，以及其他问题的解 e . 这个理论源于卞面的定理，它提供了调和函数的一种 来源 . czm 
定理1如果函数 /( z ) = M(:c ， y ) + iv ( x , : y ) 区域 D 内解析，則它 的分量 《和》在区域乃 

㊀ 另外的重要方法在作者的另一本著作 Fourier Series and Boundary Value Problems , 6th ed. , 2001 中有所南述 . 
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rwi 


内为调和函数. 

要证明这个结论，我们需要利用在第4章证明过的一个结果（见48节） ，即： 如果一个单 
复变函数在某个点解析，那么它的实部和虚部在该点有连续的各阶偏导数. 

设 / U ) 在区域 D 内解析，那么它的实部和虚部在该点有连续的一阶偏导数，且在整个区 


域内满足柯西-黎曼方程 



U x = v y . 

Uy =— V x . 

(2) 

对上面的式子两边关于 I 求导，我们就有 



Wxr = XV , 

M 災 = 

(3) 

同理两边关于 y 求导，我们就有 



u -y = v yy ^ 

Uyy =~V xy . 

(4) 


根据微积分中的定理 0 它的实部和虚部在该点有连续的各阶偏导数保证了 iv = 

于是从方程 (3) 和 (4) 就有 


u„ + = 0, ■ +v„ = 0. 

此即 M 和 u 在区域 D 内为调和 函数. 

例 2 如24节练习 1( c ) 中所证明的函数 /( z)=f siiur - k ^ cosx 是整函数，因此它 
的实部，也就是例1中的温度 TU ， 在巧平面上的每一个区域都是调 
和的. 

例 3 因为函数/(幻=$在*：关0的点是解析的并且 

i i z 2 iz 2 iz z 2xy + i(x 2 — y 2 ) 

= T^y = ITT 7 = u 2 + y ) 2 ’ 

下面两个函数 

心， >0 = 和 Hu ) = ( ^^ y 2 y 

在平面上的每一个不包含原点的区域都是调和的. 

如果两个给定的函数 M 和 W 在区域 D 内为调和函数，它们的一阶偏导数在整个区域内满 
足柯西-黎曼方程（2)，则 T ； 称为是《的一个共扼调和函数.这里的共轭的概念当然与第5节中 
:的定 义是不同的. 

定理 2函数 /( z ) = “( x ， y)-hiv(x, ； y) 在区域 D 内解 析当且 '仅当 w 是 m 的共耗调和函数 • 

证明是简 单的： 如果 t / 是“在区域 D 内的共轭调和函数，21节的定理告诉我们函数 / U ) 
在区域 D 内解 析； 反之，如果函数 / U ) 在区域 D 内解析，由上面的定理1便知道《和 v 在区 
域 D 内为调和函数，并且由20节的定理可以知道还满足柯西-黎曼方程. 

下面的例子表明^是“在区域 D 内的共轭调和函数，一般说来《未必是 v 在区域 D 内的 
共轭调和函数(可以见练习3和 4). 


© 例如，参看 A. E. Taylor and W. R. Mann, Advanced Calculus , 3d ed. ， pp. 199-201 r 1983. 
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例 4 令 

uix , y ) = x 2 ~ y 2 和 vix , y ) = 2 xy . 

因为它们分别是整函数 / U > = z 2 的实部和虚部，我们知道在整个平面上的共轭调 
和函数，但是《不是 V 的共轭调和函数，这是因为在24节练习2的 （ b ) 中证明了函数 /( z ) = 
2: c y + i (: c 2 — /) 无处解析. 

在第9章的97节里我们将证明在某一类型的区域里调和函数总有共轭调和函数，因此， 

在这样的区域里每个调和函数都是某个解析函数的实部.并且共轭调和函数在相差一个常数的 
意义下是唯一的. 

例 S 我们下面给出一种求解一个给定调和函数的共轭调和函数的 方法. 很容易看到函数 

u ( x , y ) = y 3 ~~ 3 x 2 y (5) [ Tf ] 

在整个平面上是调和函数，因为由柯西-黎曼方程的可以使共轭调和函数 v ( x , : y ) 与 m ( x , y } 

发生联系 

u x = Vy, u , =— , (6) 

第一个方程告诉我们 

v y ( x , y ) =— 6 xy . 

把 o ： 固定，关于: y 两边积分，我们就有 

v ( x , y ) =— 3 xy 2 + Hx ) , ⑺ 

这里? Kd 是 i 的任意函数，用方程 （6) 的第二个式子，我们有 
3 y 2 — 3 a : 2 = 3： y 2 — 〆 ( i ) ， 

或者 fO )=3_ r 2 . 因此 f (: c )= y + C , 这里 C 是一个任意的实数.根据方程（7)，那么函数 

v ( x , y ) ―― Zxy ^ + x 3 + C ⑻ 

是《(1， W 的一个共轭函数. 

相应的解析函数是 

f ( z ) = ( y 3 - Zx 2 y ) + i (~ 3 xy 2 + x 3 + C ). (9) 

易知 /( z ) = f ( z 3 + C ), 注意当 y =0 时 (9) 式便成为 / U )= t ( x 3 + C ). 


练习 


1. 证明如下的 M u，W 在某个区域内是调和函数，并找出它的一个共轭调和函数30: 
(a)a(x, y ) = 2 x ( l - y '>; (b)w(x， y )=2 x - x 3 +3 xy 2 ■, 

(c)u(x, : y) = sinhxsin;y ; ( d ) u ( x , : y) = : 2 工 y. 

答案： （a)tK:c， y ) = x 2 + 2y； (b) i;(x, y ) = 2 y - 3 x 2 y y 3 ; ( c ~) v (. x , : y )= 


-coshxcosy;(d)v(x, y): 


2. 证明如果 u 和 V 都是 m 在区域 D 内共轭调和函数，那么 Wx ， ： y ) 和 V ( x ， ： y ) 最多相差 


一个常数. 

3. 证明如果1；是“在区域 D 内的共扼调和函数， “也是 u 在区域 D 内的共扼调和函数，则 u 
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Or ， W 和《(工， W 在区域 D 内为常数. 

4. 用25节的定理2来证明，在区域 D 内”是《的共轭调和函数，当且仅当_«是 r 的共 
轭调和函数（比较练习3所得的结果）. 

提示： 观察函数 / U ) = M ( x , y ) + ^( x , y ) 在区域 D 内解析，当且仅当一 i / Cz ) 也在该区 
域解析. 

5. 函数 /( z )= M ( r ， d ) + iv ( r , 仍在不包含原点的区域 D 内解析，使用极坐标形式的柯西 
-黎曼方程（见22节）并且假使有连续的偏导数，证明在整个区域0内《0,们满足下面的偏微 


分方程 


r 2 u„(r,0) +ru r (r ， 0) + u»(r,5) = 0, 


这就是极坐标形式的拉普拉斯方程，证明 vO , 0) 也满足同样的方程 • 

6. 通过验证函数 《( r ， （9) = 11^在区域^">0、 0<(9<27 t 内满足练习5中的极坐标形式的拉 
普拉斯方程来证明它在该区域内调和.然后再用25节例5的方法并结合极坐标形式的柯西-黎 
曼方程(见22节），来找出共轭调和函数 wO , 0)=0 (比较24节的练习 6). 

7. 设函数 /( Z ) = M ( X ， jy ) + it ;(; c ， ： y ) 在区域 D 内解析，考虑水平截线族 m (: c ， y ') = c l ^ 
v ( x , y ) = c 2 , 这里 Cl 和。是任意的实 常数. 证明这些族是正交的，更准确地，证明如果 A = 
Cr 。，>) 是两条给定曲线 《( x ，>0 = Cl 和 wU , J )= Q 在区域 D 内的交点，并且 /'( z 。） 关0, 
那么这两条给定曲线在点(心， >) 的切线垂直. 

提示：注意由方程《(工，： y ) 3 ^!， v ( x , : y )= c 2 可知 


8 . 


Aji + ±E 办 = o 

9 x d y dx 


且 


矣+ 1| 砮=。_ 


证明函数 /( Z )= z 2 的水平截线族 “ U ， 30=0， vU , y )= c 2 为如图32所示的双曲 


线.注意在练习7中描述过的这两族曲线的正交性. 



. 图 32 . 

观察 M U ， y )=0, y )=0 在原点相交，但是在该点不是正交的，为什么这一事实与 

练习7并不矛盾？ 
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9. 当函数 /( z)=j 时画出分量《和 z ; 的水平截线族，注意练习7中描述过的正交性. 

10. 在极坐标形式下来做练习 9. 

11. 当函数时画出分量《和 d 的水平截线族，注意练习7中描述过的正交性 
在这里是如何被阐明的. 

26唯一确定的解析函数 

我们用两节的篇幅得出本章的如下 结论： 一个解析函数在区域 D 内的值是如何受它在子 
区域内的取值或者是在位于区域 D 内的线段上的取值所影响的.这两节在理论上是很有用的， 
但它们在我们将要论述的后面章节中并不是主要的内容，读者可以直接阅读第 3 章，在需要的 
时候再回来査阅这两节的内容. 

引理如果 

( i ) 函数/在整个区域 D 内 解析； 

( ii ) 在区域 D 的一个子区域内的每一点 z 或是位于区域 D 内的线段上的每一点 z ， 有 / U ) 

= 0 . 

那么 /( z )=0 在区域 D 内成立，也就是说 /( Z ) 在整个区域 D 内恒为零. 

下面我们证明这个引理，令函数/满足所给条件，％为区域内的任意一点或是位于区域 
D 内的线段上的任意一点，使得 / U )=0. 因为 D 是连通的开集(见第10节），存在多边形 L ， 
它由有限条位于 D 内且首尾相连的线段组成，把 z 。 和其他 D 内的点 P 连到一起.令^为 L 上 
的点到 D 的边界的最短距离，除非 D 是整个平面，在这样的情况下 d 是正实数. 

得到一个 L 上的有限点列 

ZoiZi f Z 2 ， … ， Z„ 

这里和 P 重合（如图 33) 并且每点都足够接近邻近点 

| z k — Zk-i \<d (k = l ， 2 ， _" ， w). 

最后我们构造一列有限邻域 

，…， NmN „， 


我们就可以 


I 

80 
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这里每个 N , 以〜为中心， d 为半径.注意这些邻域都在区域 D 内并且 N t 的中心〜位于前面 
的邻域 Nh 内. 

在这里我们需要使用将在第6章当中被证明的一个结果，68节的定理3告诉 我们： 函数/ 
在区域 N 。 内解析并且在包含 Z 。 的一个区域或者是线段上 / U ) = 0, 那么在 N 。 内 f ( z )^0. 
但是点位于 N 。 内，因此同样再一次运用这个定理就有内成立，通过继续运 
用这样的手段，我们就可以得到在 N „ 内/(2)三0,因为尺„以尸为中心， P 又是从区域 D 中 
任意选取的，我们就有在整个区域 D 内 /( Z )=0, 这样就完成了证明. 

现在假使两个函数/和 g 在同一个区域 D 内解析，并且 /( Z )= gU ) 于子区域内的每一点 
或是位于区域 D 内的线段上的每一点成立，那么差 


h(z) = /(z) — g(z) 

也在区域 D 内解析，并且在该子区域内的每一点或是该线段上的每一点 Mz )=0. 这就是说， 
/ U )= g ( z ) 于区域 D 内的每一点都成立，这样我们就得到下面的重要 定理： 

定理 一个在区域 D 内解析的函数，由它在区域 D 的子区域或者是区域 D 内的直线段上 
的取值唯一决定. 

这个定理在延拓解析函数的定义域时是非常有用的.更准 
确地说，如果给了两个区域 a 和认，考虑它们的交 
它由既在 M 又在 D 2 里的点组成.前提是有公共点 
(见图 34) 并且函数/\在仏内解析，那么，就有可能存在函数 
/ 2 在1» 2 内解析，且在 AflD 2 内 / 2 U ) =/:“). 如果这样， 

我们称/ 2 为/,在 A 的解析延拓. 

根据刚才所证明的定理，如果存在解析延拓则必定是唯一 
的，这就是说最多有一个函数在 D 2 内解析且取值在 A DD 2 与 ^ 

/,相同.然而，如果存在/ 2 的解析延拓/ 3 把认映到与认有交的1» 3 ,如图34所示，对于 
D , nD 3 中的任一点 z , 并不一定要/ 3 (*：) = /, U ), 27节的练习2表明了这一点. 

如果/ 2 为/,从以到 D 2 的解析延拓，那么由下面的方程定义的函数 F 
_ 当之乏认时 

F(z) = \ fAz ), 当 ze d 2 时 

在并 AUD 2 (表示所有位于仏或者是 D 2 内的点）内 解析. 函数 F 是/ 2 或者 A 在0 1 1)认的 
解析延拓，/ 2 和称为 F 的元素. 

27反射原理 

本节的定理考虑这一 事实： 有些解析函数具有在某些区域上满足 7^=/ G ) 的性质，但 
是有的函数不具有这个性质 • 例如，我们注意到 Z +1 和 Z 2 在区域 D 是整个平面的时候具有这 
个性质，但是对于 Z +; 和是不正确的.下面的定理被称为反射原理.，提供了一种判别是否 
满足 TO =/( z ) 的 方式： 

定理 设 D 为一个包含实轴上一条线段的区域，并且区域 D 关于实轴对称，即区域 D 在 
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实轴的下面部分是区域 D 在实轴的上面部分关于实轴的反射.设/在区域 D 内解析，那么 

/(z) = /(z) (1) 


对于该区域 D 内的每一点 z 都成立的充要条件是对于在区域 D 内的实轴线段上的点 X ， fix) 

取实数值. 

我们下面开始证明，先假设对于此实轴线段上的点，/(工)取实数值.一旦我们证明函数 
F ( z ) = /( z ) (2) 

在 D 内解析， 我们就将用它来得到方程 (1). 为了建立 FU ) 的解析性，我们令 
/( z ) = u ( x , y ) + tv ( x , y ) , F ( z ) = U ( x , y ) + iV ( x , y ) 

且由于 

/( z ) = uix , — y ) — ivix , — y ) , (3) 

注意方程 (2)， 便知 F ( Z ) 和 / Oc ) 的分量通过下面的方程联系 

U ( x , y ) = u ( Xft ) 且 V { x , y ) =— , (4) 

这里 <=一> 现在由于 / U + iO 是关于 x + k 的解析函数， u ( x , 0和 t ； (: c , f ) 有连续的一阶偏 
导数且在整个区域 D 内满足柯西-黎曼方程 0 . 

u x - V ,, u , =一 v x . (5) 


81 
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更进一步，观察方程 (4) 便有 

• u x = u：., V y =— V, v,} 

再结合方程 (5) 的第一个式子14=%,类似地 

Uy = U, ^ =— U,, V x =—v lf 

结合方程 (5) 的第二个式子告诉我们1/, = 一 1.至此，我们可以看到 UU ， w 和 V(x’ >0在 D 内 
有连续的一阶偏导数且在整个区域 D 内满足柯西-黎曼方程，因此 FO ) 在 D 内解析.并且，因为 
在位于区域 D 内的实轴线段上 /( i ) 取实数值，在线段上有 pU ， 0)=0,观察方程 (4) 可见 
Fix ) = UU ,0) + iV ( x ,0} = m ( x ，0) — bU ，0) = m (: c ，0). 


也就是 

F ( z ) = /( z ) ⑹ 

在该线段上的每一个点成立.现在我们回到26节的定理，该定理告诉我们 ：一个 在区域 D 内 
解析的函数，由它在区域 D 的子区域或者是区域 D 内的直线段上的取值唯一决定.于是方程 
(6) 实际上在整个区域 D 内成立.由方程 (2) 当中 FU ) 的定义有 

fG) = /(z ) ； .⑺ 

这和方程 （1) 是相同的. 

为了证明另一方面，我们假设方程 (1) 成立并且由 (3) 式， （7) 的形如方程 (1) 的形式可以写为 


© 见 2. 15节的定理1后面的 段落. 
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uix , — y ) ~ win — y ') = u ( x , y ) + iv ( x , y ). 

特别地，如果(: c , 0) 是实轴上位于区域 D 内的线段上的一点 

M(x ， 0) — ivC.XrO') = u(ac,0) + vvix,O') •, 

并且，让实部和虚部分别相等，我们就有饭 X ， 0)=0, 因此，/( X )在位于区域 D 内的实轴线 
段上取实 数值. 

例 刚好在 定理的证明之前我们注意到 ' 

2+1 =2+1 且 Z 2 = Z 2 

对于整个平面都成立.定理告诉我们反射原理在这里当然是正确的，因为工+ 1，/是实数， 
我们也注意到 Z + i ， 不具有反射性质，并且我们现在知道这是因为 x + i 、 不是实数. 

练习 

1. 使用26节的定理 证明： 如果函数 / U ) 在整个区域 D 内解析并且在整个区域 D 内都不 
为常数，那么它在区域 D 内的任意子区域内都不为常数. 

提示： 假设函数 / U ) 在区域 D 内的某个邻域内取常数值 w 。. 

2. 考虑函数 

/,( z ) == V ^ i<，/2 ( r > 0,0<5< k ) 

并参考第 22 节练习 4 的 （ b ), 指出为什么 

f 2 (z) =-fe i>n U>O,j-<0<2x) 

是的通过负实轴向下半平面的解析延拓.然后证明函数 
/ 3 ( z ) =^ fre i>n (r > 0 ,jc < 0 

|~84 l 是 / 2 U ) 的通过正实轴向第一象限的解析延拓，但是 / 3 0) = — AO ). 

3. 说明为什么函数 

f t iz ) =? (»* > — 7 t <0<7 T ) 

是练习 2 当中函数/ Uz ) 的通过负实轴向下半平面的解析延拓. 

4. 从21节例1我们知道函数 

/(z) = e x e iy 

在有限平面处处有导数.指出怎样由反射原理(见27节)得到 
/(z) = /(5) 

对于每个 z 成立.然后直接证明. 

5. 证明如果反射原理当中的 / U ) 取实数值的条件替换为： /( 工)取纯虚数，那么其中的方 

程 （1) 就变为 _ 

f 85 l /< z ) =- /(;)• 
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本章中我们考虑微积分中学过的各种不同的初等函数，并相应地定义复变量的函数.特别 
地，当时，我们定义复变量 Z 的解析函数就是微积分中的初等函数.我们首先定义 
复指数函数，然后用它来导出其他函数. 

28指数函数 


正如前面（第13节)所述，我们通过以下的方式来定义指数函数 

e 1 = e x e iy (z = x + iy) , ( 1 ) 

在这里，我们用的是欧拉公式(参看第 6 节） 

e' y — cosy + isiny (2) 

: y 指弧度.从这个定义我们可以看出当 y = 0 时， / 就是微积分中的一般的指数函数；像在微 
积分中一样，我们常常，把 〆 写作 exp z . 

注意当 x = l / n (« = 2, 3, …） 时，/的值就是 e 的正的《次方根石，表达式 （1) 告诉我们当 
Z = l / n(w = 2, 3,…）时，复指数函数 〆 也是石.第8节中讲到 e 的”次 方根的时候，一般要 
求我们解释说明，这里是一种特殊情况. 

根据定义（1)，第13节中提到的，在微积分中的加法性质 

e x ' e x ^ = 

也说明了这一点.这个性质推广到复变函数中就是 

e -i e H = e ^+-z , (3) 


为了证明这个式子，我们有如下写法 

2i = Xi + 1 且 z 2 = x 2 + iy 2 . 


则 


e z i g*2 = (g x i e iy ' ) (e^ 2 e hl ) = WO (e ,yi e’^ 2 )• 


但是: r ,， a 都是实数，我们从第 7 节中知道 

^y, = e i( yi+y2\ 


因此 

由于 

(xi + x 2 ) + i (: Vi +^2) = (工 1 + i ； yi) + ( 工 2 + ^2) = Zi + z 2 , 

上式右端变为性质（ 3 )证毕. 

由性质 (3) 我们知道 eWz =^> ,或者 

^ 

g x 2 S '; 


(4) 


rsfi 
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由于 e ° = l 所以 l / e ^ = e -\ 

我们知道#还有许多其他重要的性质.例如，由第21节中的例1 

£ (5) 

在整个 z 平面上处处成立.注意到对所有的 z , 〆 可微，所以^是整函数. 

对任意复数 h 

〆 关 0 (6) 

成立.当把定义 （1) 写成如下形式 

e z = pe l * , 其中 (0 = 〆 且彡 = ;y 
的时候， （6) 就很清楚了.上式告诉我们 

| e »|=〆 且 arg ( 〆 ） = ：y + 2727 t (；! = 0, 士 1，士 2, …）. (7) 

观察上式可知|/| >0总成立，所以 （6) .成立 • 

/还有一些性质是我们所未知的.例如，由于 

= e z e Ui 且 e 2m ' = 1， 

所以 〆 是具有纯虚数周期 2 W 的周期 函数： 

e^ Ui = e \ ( 8 ) 


下面的例子告诉我们 〆 还有一些 〆 所不具有的性质.那就是，总是非负的， 但是 〆 可以 
取负值. 

例 存在^使 

^ =- 1. (9) 

为了找出这个^我们把 (9) 式写成 = 考虑到第8节开头的楷体字对两个具有指数形 
式的非零复数的相等所做的说明，我们有 

e x = 1 且 ： y = Jt + 272 jt (w = 0, 士 1，士 2，…） • 

因此 : c = 0, 我们得到 

z = (2 w + Dtii (n = 0, 士 1，士 2, …）. （10) 

练习 

1. 证明 

( a ) exp (2 士 3 tc £) = — e 2 ; 

(b) exp(^^)=^^(l + 0 ; 

( c ) exp ( z +7 tO = — expz . 

2. 说明为什么 2 z 2 _3 —+ 是整函数. 

3. 利用第 20 节中的柯西-黎曼方程和定理证明 / U ) = exp 5在复平面上处处不 解析. 

4. 用两种方法证明 expU 2 ) 是整 函数. 它的导数是什么？ 
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答案： 2 z e : cp ( z 2 ). 

5. 用: c 和 y 把 I exp (2 z + i ) I 和 I exp ( tV ) | 表示出来，然后证明 

I exp (2 z + i ) + exp ( iz 2 ) | ^ + e ~ 2ly . 

6. 证明 I exp ( z 2 ) I < exp ( | z | 2 ). I 89 | 

7. 证明当且仅当 Rez >0 时 ， I exp ( —2 z ) 丨 <1. 

8. 找出所有使得下式成立的 Z 的值. 

( a ) e z = - 2 -, ( b ) e z = l +^/ 3 i ; ( c ) exp (2 z —1) = 1. 

答案： ( a ) z = ln 2+(2 n + l)jti (n = 0, 士 1，±2，…）； 

( b ) z = ln 2-|- ^2 n+y jiti (n = 0, 士1，士2，…）； 

( c ) z =-|- + n 7 ri ( w =0, 士 1， 士 2， •••). 

9. 证明当且仅当 z = n7t(ra = 0， 士 1， 士 2， …） 时， exp ( fz ) = exp ( iz ) (与第27节练习4做 
一下比较）. 

10. ( a ) 证明如果 〆 是实数，那么 Im z==w (n = 0, 士 1， 士 2， …） • 

( b ) 如果 〆 是纯虚数， z 有什么限制？ 

11. 描述当 （ a )， 工—一 oo ; ( b ) y — m 时 〆 =，汐的变化情况. 

12. 用和; y 把 Re ( d ) 表示 出来. 为什么这个函数在不包含原点的任何定义域内都是调 
和的？ 

13. 令函数 /( z )=«( x ， : y ) 在某个定义域 D 内解析，说明为什么函数 U ( x ，>)= 
^'^ cos ^ x , y ), V (. x , y )= e uil ' y ^ sinvix , : y ) 在 .D 上是调和的？为什么 VXj :， ： y ) 是 U (: c ， ： y ) 的共 

轭调和函数？ 

14. 用以下方法证明等式 

( 〆 ）” = (77 = 0, 士 1, 士 2,…） 

( a ) 利用数学归纳法证明当 ” = 0, 1，2,…时上式成立. 

( b ) 对负数，首先回忆一下第7节中当 Z 关0时， z ^ U ^ r , { m =- n = l , 2,…），因此 
(/)” = (1/ 〆 )' 然后利用 U ) 的结论，还有第28节中指数函数的性质来说明. 

29对数函数 


对数函数的定义是受如下问題的 启发: 当 z 为一个非零的复数时，解一个关于 w 的方程 
e w = z (1) 

为此，我们注意到当把 Z 和 W 写成2=^*( — 1 1<0<0， W =« + b 时，方程 （1) 就变为 

e 公 = re iB . [Ml 

然后，根据第8节中的楷体部分对两个具有指数形式的复数相等的说明， 
e u — r 且 v = B + 2 nn 

这里《为整数.由于方程 e ° = r 等价于 《 = lnr ， 所以方程 （1) 成立当且仅当加是下列值之一 
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w = Inr + z (©+ 2mt) 

(n = 0，± l ，±2，〜）. 


因此，如果我们写成 





logz = lnr + £(@ + 2 n 7 t ) 

(n = 0, 士 1 ， ± 2 ，…）， 

(2) 

就得到关系式 





e logz = 之 

U 弇 0)， 

(3) 


这就使得我们把表达式 (2) 作为非零复变量 z = «' e 的（多值的）对数函数的定义. 
例 1 如果 z = —1— V ^'， 则 r =2, 0=-2 tt /3. 因此 


log (— 1 一 V^"i) = ln2 + i (— 警 + 2” 兀 ) =ln2 + 2(w— (” = 0, 士 1 ，士 2〆..). 

需要强调的是当 （ 3) 式左边的指数和对数调换次序时，右边不一定是^准确地说， 由 于表达 
式 (2) 能够写成 

logz = In | z | + iargz 

由于(第 28 节中）， 

\ e z \= e 1 且 arg(e^) = ：y + 2 mt (ra = 0 ，士 1 ，士 2, …） 

当 Z = j :+以时，我们知道 

log(〆） = In | e r | + iarg(e*) = ln(〆） + i{y + 2ktc) = ix-\- iy ) + 2nni 
(n = 0, 士 1 ，土 2，"，）. 

即 

log(e z ) = z + 2 nm <«.= 0, ± 1， 士 2,…） • 

方程式 (2) 中当 tj = 0 时，我们得到 logz 的主值用 Logz 来表示.因此 
Logz = lnr + i @. 

注意，当2_0时，匕呢^有定义而且是单值的，并且 

logz = Logz + 2 mzi (n = 0, 士 1 ， 土 2, …） • 

当 z = r 是一个正实数时，它就变为微积分中的普通的对数.为了得到这个结论，我们把=写 
^ lZ = re ia , 在这种情况下， （5) 式就变为 Log;r = lnr . 也就是 Logz = lnr . 

例2由表达式(2)，我们发现 

logl = lnl + i (0 + 2«7 c ) — 2 nizi (« = 0，士1，士2，一）. 

正如上面所述， Logl = 0. 

下面的一个例子告诉我们，虽然在微积分中我们不能找到一个负实数的对数，但我们现在 
能做 到了. 

例3 

log (— 1) = lnH - i (7 t + 2 nxc ) = (2« + l)jci (n = 0, 士 1 ， 士 2,…） 

Log (— 1) = 7rf. 


(4) 

(5) 

( 6 ) 



初等函教 69 

30对数函数的导数和分支 

如果是一个非零复数，幅角0是 0 = 0+2 n 7 t(n = O , ±1，±2，…）中的任何一个 
值，这里 ©= Ar g z . 第29节中的多值对数函数 

logz = lnr + z _(® + 2 w 3 t ) (w = 0， drl ，±2，〜） 

可以写成 

logz = lnr + id. (1) 

如果我们令 a 表示任意实数，并且限制表达式 (1) 中0的值， mna < d < a + 2n , 那么，具有分量 

logz = lnr + id (r > 0，a < 0 < a + 2兀） （2) 

的函数 

u ( r , 6 ) = lnr 且 v(r,0) = d (3) 

在所给定的定义域内是单值连续的（见图 35). 

注意，如果函数 (2) 定义在射线 0 = a 上，它就不连续.因为如果 Z 
是射线上一点，有趋向于 z 的点使 u 的值趋向于《，也有趋向于 z 的点使 
u 的值趋向于 a + 2 jt . 

函数 (2) 在定义域 K >0, a .<0< a +27 t 内不仅连续而且解析，这是因 
为它对《和1；的一阶偏导连续，并且满足柯西-黎曼方程的极坐标形式 
(第22节） 

ru r = v B , u B =— rv r 图 35 

而且，根据第22节， 

去 logz = e ~ i9 { u r -\- iv r ) = e~ ie (去 + iO ) = 士 ； 

即 

^-logz =丄 (| z I > 0 ,a <C argz < a + 2 xc ). (4) 

恃别地， 

^-Logz = — (I z I > 0, — 7 t < Arg z < Jt ). (5) 

设 / 是某区域内的多值函数， F 是某区域内的单值解析函数，如果 FU ) 在该区域内每一点的 
值都等于 / U ) 在该点的一个值，则 FU ) 称为 / U ) 的一个 分支. 为了保证解析， F 的值不能从 
/的值中任 意取. 注意，对每一个固定的 a ， 单值函数 (2) 是多值函数 （1) 的一个分支.函数 

Logz = lnr + i@ (r > 0,— 7t < @ < 7t) (6) 

叫做主 值支. 

为了定义多值函数 / 的一个分支 F , 我们 引进支割线. 支割线是直线或曲线的一部分 • F 
的支割线上的点是 F 的奇点(第23节），/的所有支割线的公共点称为支点.原点和射线 [ H ] 
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是对数函数的分支 （2) 的支割线.原点和射线 0=7 T 是主值支 （6) 的支割线.原点很明显是多值 
对数函数的一个支点. 

练习 

1. 证明 

( a)Log (— ei ) = 1—号 i ; ( b ) Log(l — 0 =-|- ln 2 — 

2. 证明当 n = 0， 士 1，士2，…时， 

( a ) loge = H -2 n 7 cz ; ( b ) logi = ^2 n +-|- jjti ; 

( c ) log ( — 1+ V 5" t ’) = ln 2 + 2 («+ 去) jri . 

3. 证明 

( a ) Log(l + 0 2 =2 Log(l + z ) ; ( b ) Log ( —l + 0 2 7^2 Log ( —1 + 0. 

4. 证明 

( a ) 当 logz = lnr + i 0 ( r 〉0， 子<沒<空)时， . log ( i 2 ) =21 ogi ; 

( b ) 当 logz = lnr + i 0 ( r 〉0， 誓 〈沒 时， log ( i 2 )?^21 ogt . 

5. 证明 

( a ) log ( i 1/2 ) 的值的集合是 卜十 + p («=0，士1，士2,…）， （ l /2) logi 的值的集合也是 
如此. 

( b ) log ( i 2 ) 的值的集合不是 21 ogi 的值的集合. 

6. 设对数函数的分支 logz = lnr + i (?，( r >0, a <0 < a + 27 t ) 在给定区域内的每一点解析， 
通过对等式 ex P ( logd = Z (见第29节）的两边求导，并运用链式法则求它的导数. 

7. 找出方程 logz = f 的所 有根. 

答案： z = i . 

8. 假设点 Z = x + b 在水平带形 a <： y < a +27 t 中，说明当对数函数选取 log Z = lm *+ d ， 
( r >0, a <6>< a +27 T ) 这一分支时， log ( e c ) = z . 

9. 证明 

( a ) 函数 Lo g ( Z _ i ) 在除了射线 y = l (： c <0) 外处处解析. 

( b ) 函数 

Log ( z + 4) 

1~941在除了点士（1_;)/斤及实轴上除了 ^<-4 的部分外处处解析. 

10. 用两种方法证明函数 In (: c 2 +/) 在不包含原点的任意区域内 调和. 
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11. 证明 


Re [ log(z — 1)] = — I ) 2 + ^ 2 ] («尹1). 

为什么当2尹1时，这个函数一定满足拉普拉斯方程. 

31 一些关于对数的等式 

正如第29节中的关系式 （3) 和（4)，还有第30节中的练习3、4、5所提示的那样，微积分 
中的有些对数等式可以推广到复分析中来，有的则 不能. 在这一节，我们将导出一些可以推广 
过来的等式，有时候还有某种限制以及如何解释.读者可以跳过这一节直接看第32节，如果 
需要的话可以只看一下结论就行了. 

如果 Zl 和 A 是两个任意的非零复数，很容易就能证出来 

log(Z]Z 2 ) = logZi + logz 2 • (1) 

上式包含一个多值函数，可以和第7节中的式子 

arg ( ziz 2 ) = argzi + argz 2 . (2) 

用同样的方法来解释.那就是如果三个对数中的两个都是确定的，那么第三个对数也有一个值 
使得方程 （1) 成立. 

(1) 式可以在 (2) 式的基础上用以下方法证明.由于丨 Ah | = | I U 2 I ,这些模都是 
正实数，我们从微积分中正实数的对数的性质知道 

In | z x z t I = In I Zi I + In I z 2 I • 

因此由上式和方程 (2) 知 

In I Z ] z 2 |+ iarg ( z 】 z 2 ) = (In I zi |+ iargzi ) + (In | z 2 | + iargz 2 ). (3) 

最后由方程 （1) 和 （2) 的解释说明，方程 (3) 就是方程 （1). 

例我们来举例说明表达式(1)，令々=〜 = —1，注意到 z l22 = l . 如果 log Zl =7 ti ， logz 2 
= 一 7 «•是确定的，当 logU lZ 2 )=0 时，方程 （1) 显然成立. 

注意，对上述 A 

Log ( ziz 2 > =0 且 Logzi + Logz 2 = 2 tc £. 

因此，一般情况下，表达式 （1) 中的 log 是不能被 Log 所代替的. 

证明表达式 4 

log ^ J-j = logzi — logz 2 , ⑷ 

这里用跟式 （1) 同样的方法解释，留作练习. 

我们在这儿介绍 logz 的其他两个性质，它在第32节将特别 有用. 如果 Z 是一非零复数， 
则对 logz 的任意值，有 

z " = e nlotz = 0, ± 1，士 2,…）. （5) 

当/*=1时，上式就化为第29节中的关系式 （3). 当把 Z 写成 Z = 时，方程 （5) 两边变为 


圆 
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r”e' 因此很容易就能得到证明.当 z 乒0时， 

z 1/n = exp (^- logz ) («=1，2,…） （6) 

也成立.即，上式右边有《个不同的值，它们是 zWn 次方根.为了证明这个结论，我们把 z 
写成 Z = r expG 0)， 这里0是 argz 的主值，那么，根据第29节 log z 的定义（2)， 

这里 A = 0， 士 1，±2,….因此 

exp (丄 logz ) = <^ exp [ i (* + ] (是= 0 ， ± 1 ， 士 2，…）. （7) 

因为只有当々==0，1，…， w — 1时， exp ( i 2 h / ra ) 有不同的值，所以 （7) 式右边仅有 w 个值.右 
边实际上也是=的《次方根的表达式(第8节），因此可以写成 z 1 ' 这就证明了性质 （6). 实际 
上当” 为负整数时， （6) 也成立(参看下面练习中的第5题) • 


练习 


1. 证明如果 Re Zl >0, Rez 2 >0, 则 

Log ( zizz ) = Log«i + Logz 2 . 

2. 对任意两个非零复数 z 2 

Log ( ziz 2 ) = Logzj + Logz 2 + 2 Nm 

这里 N 取值0，士 1( 与练习1做一下比较）. 

3. 采用以下方法证明第31节表达式 （4) 

[~96 l ( a ) 利用已知 arg ( zi / z 2 )= argz 1 - argz 2 (^ 7 节）； 

( b ) 从 log ( l / z ) 和一 logz 有相同的值集的意义上说明 log ( l / z ) = - iogz ( z 9 ^ 0 ), 然后参看 
第31节中 logU lZ 2 ) 的表达式 （1). 

4. 通过选取特殊的非零值々， A ，证明第31节表达式 U ) 中的 log 被 Log 代替后不一定 
成立. 

5. 通过以下方法证明第31节性质 (6) 对负整数” 成立. 

里” 取任意负整数《 = — 1，一2,…(参看第9节中的练习第9题），其次性质( 6 )对任意正整数 
成立. 

6. 令 z 为非零复数，设为 z = re i 0 (_7 t <0<7 t )， 令《为任意固定的正整数 （《 = 1，2’ 
…）.证明 logU "”） 的所有值可以通过以下方程给出 

1 W ) =丄 l nr + t . 0 + 2( 户十气 

n n 


这里声= 0，士1，土 2， …，；灸=0，1，2，…， n —1. 然后，由 


-logz 


J_ lnr+l -©±2£5, 
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这里 9 = 0, ±1, ±2,…，证明 logU 1 ， 的值集与 （ l /«) log Z 的值集相同.因此证明了 log 
( z l -n = a / T ,) logz , 这里相应于左边 logU 1/ n ) 的值，右边 logz 取适当的值.反过来也是如此. 
(第30节练习 5( a ) 的结论就是这里的一种特殊情况 .） 

提示： 利用一个正整数 n 除一个整数的余数为从0 到； 2—1 的任意一个 整数； 即，当一个 
正整数 n 确定后，任何一个整数 g 能够写成？ = />« + 々，这里 f 是一个整数，々 = 0, 1，2,…， 

73—1. 


32复指数 


当2尹0,指数 C 为任意复数时，函数 f 通过如下方程定义 

( 1 ) 


这里 log z 表示多值对数函数.方程 （1) 给出的 〆 的定义有意义，当（=«, (n = 0, ±1, 士 2, 
…）与^=1//2(> = 0，士 1, ±2,…）时，与原来的定义是一致的（参看第31节） • 实际上， c 的 
这些特殊值的指数函数也就暗示了定义 （1). 

例 1我们通过下面的例子说明，一般地，2的幂是多 值的. 由于 
i~ Zi = exp (- 2 z'logO 

logz = lnl + + 2 rajt ) = i (2 n + +)7 r (” = 0，±1，士2，一）. 

因此 

i~ 2i = exp [(4 n + l ) 7t](w = 0，± l ， 士 2,…）. （2) 


注意厂 2 ’的这些值都是实数 • 

由于指数函数具有性质1//=厂％因此 




exp ( clogz ) 


= exp (— clogz ) = z— c 


特别地， l / i 2 , = r 2i . 根据 表达式 ( 2 )， 


I = exp [(4 w + 1)7T] (n = 0, 土 1，士 2, …）. （3) 

如果 z = r 〆 ， a 是任意实数，对数函数的分支 

logz = lnr + id ( r >0, a<^<Ca + 2 n) 

在上述区域是单值解析的(参看第 30 节).因此函数 z r = exp(clogz) 在该区域内是单值解析的 • 
〆 的这一分支的导数可以通过链式法则来求 • 




di 


exp ( clogz ) 


- expCclogsr ) 


rm 


然后再根据等式 Z = exp ( bg Z ) (第29节），我们得到 


或者 
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i/ = cz， 


(I 2 I > 0»a < argz < a + 2 兀 ). 


(4) 


当定义 （1) 中的 logz 被 Log 2 代替后，我们得到〆的 主值： 

P. V. (5) 


園 


方程 （5) 可以用来定义函数 /在域| z| >0, 一 7r<A r g z <7r 上的主值支. 
例2 (―的主值是 

exp[iLog (— i)] = exp[i(lnl - i 晋)] = exp 
即 

P. V. C-iY = exp|-. 

例 3 的主值支可以写成 

exp (吾 Log z)= exp(*lnr+ 吾 i0)= Vr^exp^i 学) • 

因此 

P. V.= ^cos^ + t ^sin 


从第 22 节的理论中立即就能看出这个函数在定义域 r>0, -7r<0< 3 t 内解析. 
根据定义（1)， c 为任意非零复常数，以 c 为底的指数函数可以写成 


c z = e^. 


( 6 ) 


(7) 


( 8 ) 


注意虽然根据定义（8)，般情况下是多 值的. 但我们一般是让对数取主值来解释〆的， 
loge 的主值是唯一确定的. 

当 logc 的值确定后，，是2的整函数.实际上， 


-^ c z = -^ e zlogc = e* logc logc； 


这就证明了 


-^- c z = c^logc. 


(9) 


练习 

1. 证明当 rt = 0， ±1，士2，…， 

(a)(l + z) i== exp^ —-|-+2n7c jexp^^-ln2 j ； (b)( —l) 1/K = ^ 2n+1>, . 

2. 找出下列各个复数的 主值： 

(a)i' ; (b)[|(-1-V^)] ; 


(c)(l-0 4 *. 



答案： （ a ) exp ( — 音 ) ； ( b ) — exp (2 jc 2 ) ; ( c )^[ cos (21 n 2)+ isin (21 n 2)]. 

3. 根据第 32 节 〆 的定义，证明（一 1+ V ^) 3/2 = ±2 W . 

4. 证明第3题的结论能够通过以下方法得到 

( a ) 首先找出一 1+4;的平方根，然后再利用（一 l + V ^_) 3/2 =[( —1+ V ^) 1/2 ] 3 ; 

( b ) 先算出 一1+ V ^'， 然后再利用（一 l + V ^) 3/2 = [( —1+ V ^) 3 ] 1/2 . 

5. 证明第8节所定义的任意一个非零复数2。的主 n 次方根与第32节中的主值相同. 

6. 证明如果2乒0, a 是实数 ，则丨 / I = exp(aln | z I )= I z I %这里 U 丨 ° 取主值 • 

7. 令^=^2+况是一个固定复数，这里 t :关0, ±1，±2，…，注意 r 是多值的，给常数 c 
加上什么限制能使 I ^ I 都相同？ 

答案： c 为实数. 

8. 今 ■ c ， d , 2 代表复数， z ^ O . 证明如果下面所涉及的所有幂都取主值，则 

( a ) l / z c = z ~ c ; ( b )( z c y = z c " Cn = l , 2,…）； 

( c ) z c z d = z c + d id ) z c / z d = z c ~ d . 

9. 假设 /' U ) 存在，推导 〆 的导数公式. 


33三角函数 


欧拉公式(第6节)告诉我们对任意实数 _ r ， 


e a = cosj: + isinjc ， 


从这些方程我们可以得到 


2 isin_r 和 # + e _ir = 2 cosx . 


即 


sinx 


e" — 


和 


+ 


~2i~^ th _ 2 

因此很自然地，定义一个复变量 z 的正弦函数和余弦函数 如下： 

e h - + 


sinz 


2 i 


( 1 ) 


由于这些函数是整函数疒和的线性组合，因此它们都是整 函数. 我们已经知道指数函数# 
和厂 &的导数，再结合方程（1)，我们得到 


t, 去 COSZ =- 


从定义 (1) 我们很容易看到 

sin (— z ) =— sinz , cos (— z ) = cosz ； 

复变量的三角函数的一些其他等式也是显然成立的. 

例为了证明 


( 2 ) 


(3) 
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2 sinzi cosz 2 = sin(zi + z 2 ) 4 - sinCz ] — z 2 ), 

由定义 （1) 和指数函数的性质，有 


右端乘起来可以化为 


或者 

所以等式 （4) 成立. 

等式 （4) 可以导出如下等式（参见下面练习中的第3题和第4题） 
sin(zi + z 2 ) = sinz] cosz 2 + cos«i sinz 2 , 
cos(zi + z 2 ) = coszi cosz 2 — sinzi sinz 2 ; 

由上可知 

sin 2 2 + cos 2 2 ; = 1, 

sin2z = 2sinzcosz, cos2z = cos 2 z — sin 2 z, 
sin(z+~|~)= cosz ， sin(z 一 •!■)=—cost 

当 y 是任意实数时，我们可以由定义 （1) 和微积分中的双曲函数 

. , e y — e~ y , e y + e~ y 

smh ^ = - ^ - ， cosh >< = - ^ - 


2 sin Zl cos Z2 = 2 (Up 2 ~ 2 ~ 2 ) 


〆 w — ( 


sin ( 2：i + z 2 ) + sin ( 2：i — z 2 ); 


(4) 


(5) 

( 6 ) 

(7) 

( 8 ) 

(9) 


non 


得 

sin ( iy ) = zsinhy , cos ( f ^) = coshy . (10) 

在等式 (5) 和 （6) 中，我们令 z z — iy , 则 sinz 和 cosz 的实部和虚部很容易就能看出来： 

sinz = sinxcoshy + icosxsinhy » (11) 

coss : = cosxcoshy — fsinxsinh ^, (12) 


这里 z = x + iy . 

从表达式 （11) 和 （12)， 我们能得到 sir ^ 和 cow 的一些重要性质.比如，很明显地，这些 
函数的周期性质如下 所示： 

sin (^ + 27 r ) = sinz , sin ( 2 ： 十 tt ) =— sin2 ：, (13) 

COS(Z+27T) = cosz 9 cosU + tt) =— cosz . (14) 


还有 


I sinH 2 
I cosH 2 


sin 2 j ： + sinh 2 ^, 
cos 2 x + sinh 2 ^. 


(15) 

( 16 ) 


因为当 jy— oo 时 sinhy oo 从上面两个方程可以看出 sins ： 和 COS2： 在复采布上 是无 界的，而对任 
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意工 ， I sin.r | <1, | cosx | <1( 参看第17节结尾的有界的定义）. 

若存在“，使/(%) = 0,则％称为 / U ) 的零点.由于当2为实数时， sin 2 就变为微积分 
中的普通的正弦函数，所以实数2=咖(” = 0，±1， 土 2, …） 都是 sinz 的零点.•为了说明 sinz 
没有其他零点我们令 S inz =0, 由方程 (15) 有 

sin 2 x + sinh 2 ^ = 0 . 

因此 


所以 x = mt(n = 0 
由于’ 


sinx — 0 和 sinhy = 0. 

: hi ， ±2 ， …）， y = 0； BP 

sinz = 0 的充要条件是 之 = nnin = 0, ± 1， 士 2，“.）. 


cosz sin 


( z _ f )， 


根据等式 (9) 的第二个 ， cosz = 0 的充要条件是 

z = j + mz(n = 0，±1，±2，•••). 

因此，和 sir ^ —样， cow 的零点也都是实数. 

其他的四个三角函数可以根据它们与正弦、余弦的关系来 定义： 


注意 COSZ 的零点 


tvk (w = 0, 士 1，士 2,…） 


(17) 


(18) 


[1021 


(19) 

( 20 ) 


是 tanz 和 secz 的奇点（第23节），因此 tanz 和 secz 在除了这些点外处处 解析. 同样， sinz 的 
零点 


z = nn (n = 0* ± 1» i 2,-") 

是 cou 和 cscz 的奇点.对等式 （19) 和 （20) 右边求导，我们得到公式 


4 ~ t^nz = sec 2 z , - r-cotz =— esc 2 2 ：, 

• ck dz 

^- sec2 ： = secztanzt -^-esez =一 esezeotz . 

根据等式 （13) 和 （14)， 由 （19) 和 (20) 定义的三角函数的周期是很显 然的. 例如， 


tan(z + 7 t ) = tan 2：. 


( 21 ) 

( 22 ) 

(23) 


映射 x ^- sinz 的性质在以后的应用中是很重要的.在以后的第89节(第8章)将涉及 这些. 
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练习 


1. 详细写出第33节中表达式 （2) sinz 和 cosz 的导数公式. 

2. 证明欧拉公式(第6节）中0被 * 代替后仍然 成立： 

e ** = cosz + isinz . 


提示： 从右边着手验证. 

3. 在第33节中交换等式 (4) 中的 Zl 和々的位置，把得到的等式与等式 (4) 的两边相加导 
[103[出 sinCzi + z 2 ) 的表达式 （5). 

4. 根据第33节的等式（5)， 


sin(z + z 2 ) = sinzcosz 2 + coszsinz 2 . 
两边对 z 求导，然后令得到 co S ( Zl + z 2 ) 的表达式 （6). 

5. 用以下方法证明第33节等式 （7): 

( a ) 本节中的等式 (6) 和关系式 （3); 

( b ) 第26节的引理和整函数 

/(«) = sin 2 z + cos 2 z — 1 


在 x 轴上有零值. 

6. 说明第33节中怎样从等式 （5) 和 （6) 得到三角等式 (8) 和 (9). 

7. 用第33节的等式 （7) 证明 ' 

( a ) 1 + tan 2 z = sec 2 z ; ( b ) 1 + cot 2 z = esc 2 z . 

8. 证明第 33 节的导数公式 （21) 和 （22). ' 

9. 在第33节中应用表达式 （11) 和 （12) 导出表达式（15)、 (16). 

提示： 利用等式 sin 2 x + cos 2 x=l 和 cosh 2 y — sinh 2 >= l . 

10. 指出怎样由第33节中有关丨 sin Z I 2 和 I cos 2 | 2 的表达式 (15) 和 （16) 得到 
( a ) 1 sinz | ^ | sinx 丨； （ b ) 丨 cosz | ^ | cosx 丨 . 

11. 利用第 33 节中有关 I sinz I 2 和 I cosz | 2 的表达式 （15) 和 （16) 证明 

( a ) | sinhy | ^ I sinz | ^ cosh ^； ( b ) | sinh ^ | ^ I cosz | ^ cosh ^ i . 

12. ( a ) 利用第 33 节中有关 sinz 和 cosz 的定义 （1) 证明 

2sin ( 2 ! + sr 2 ) sin(zi — z 2 ) — cos 2 z 2 — cos 2 zi .» 

( b ) 利用上面得到的等式，证明如果 cos Zl = cosz 2 ，则 Zl + z 2 和 a — &至少有一个是 2 tt 

的整 数倍. _ 

13. 利用第20节中的柯西-黎曼方程证明 sinS 和 cosi 在 z 平面上处处不解析 • 

14. 利用第27节的原理证明，对所有的〜 

( a ) sinz = sinz ； ( b ) cosz = cosz . 

[104] 15. 利用第 33 节的表达式 （11) 和 （12) 对练习 I 4 所得的关系式给出一个简单的证明 • 

16.证明 
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U) 对所有的 2 ：有 COS(k)=COS(iz); 

(b)sin(f2) = sin(£2：) 当且仅当 z=nm(n = 0, 土1，士2， …）. 

17. 令 sinz 和 cosh4 的实部和虚部相等来找出方程 sin^=cosh4 的所有根 . 

答案： (| + 2抓)士4; 0 = 0，±1，±2，…） • 

18. 找岀方程 cosz=2 的所有根 . 

答案： 2n7r+fcosh _1 2 或 2n7t 士 fln(2+V?) (^ = 0, ±1，士2，…）. 


34双曲函数 


复变量的双曲正弦和双曲余弦可以和实变量的双曲正弦和双曲余弦一样定义，即 

■ , e z 一 e— z ! 〆 + 

sinhz ― --- ， cosher =--- . 

由于 e z 和 e— 2 都是整函数，由 （ 1) 知 sinhz 和 coshz 也是整函数 • 而且 

^-sinhz ： = coshz ， 


^-cosh^ = sinhz. 


由指数函数在定义 （ 1) 和第 33 节 sinz 和 cosz 的定义 


sim: 



C0S2 = £l±^Z 


⑴ 


( 2 ) 


中出现的方式，知双曲正弦和双曲余弦和这些三角函数之间有密切的 关系： 
—isinh(t 2 ：) — sins:, cosh(iz) = cos^, 

—isin(fz) = sinhs:, cos(iz) = coshs:. 

下面是一些有关双曲正弦和双曲余弦的用得更广泛的等式 

sinh (— z) =—sinhz ， cosh (— z) = coshz, 
cosh 2 z — sinh 2 z = l, 

sinh( 2 ：i + z 2 ) = sinhsri coshz 2 + coshzj sinhz 2 ， 
coshCsri + z 2 ) = coshzi coshz 2 + sinhz：! sinh 2 ： 2 , 


(3) 

(4) 

(5) 

( 6 ) 

(7) 

(8) 國 


和 


sinhz = sinhxcosy + icoshxsiny, 
co&hz = coshxcos^ + isinKrsin.y, 
I sinhz 1 2 = sinh 2 x + sin 2 y ， 

I coshz I 2 = sinh 2 x + cos 2 y , 


(9) 

( 10 ) 

( 11 ) 

( 12 ) 


这里 z == 工 + &• 这些等式可以由定义 （ 1) 直接得到，然而利用关系式 （ 3) 和 （ 4) 更容易得到 • 

例为了说明我们刚才所提示的证明方法，我们来证一下等式 （ 11). 根据关系式（ 4 )的第 


— 个， 1 sinbr | 2 = | sin(f 2 r) | 2 , 即 

I sinhz I 2 = i sin (— y + £r) | 2 , (13) 


这里但是由第 33 节等式 （ 15 ) 我们知道 
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I sin(x + ) 1 2 = sin 2 x + sinh 2 y ; 

这就证明了等式 （11). 

考虑到 sinz 和 cosz 的周期，再结合关系式（4)， sinhz 和 coshz 是以 2 H 为周期的周期函 
数.关系式 (4) 还说明了 

sinhz = 0的充要条件是 z = nw ' (w = 0，± 1，士 2，…） (14) 

coshz = 0的充要条件是 z =(专 + ”7 T )!. (” = 0, 士 1, ± 2, …）. (15) 

z 的双曲正切是通过以下等式来定义的 

tanhz = (16) 

coshz 

它在 coshz ^ O 的任意区域内解析.函数 cothz 、 sechz 、 cschz 分别是函数 tanhz 、 coshz、sinhz 
的倒数.下面的求导公式在微积分中对实变量的函数是成立的，很容易证明它们对复变量=也 
成立： 


國 



(17) 

(18) 


练习 

1. 证明第34节等式 （2) 所提到的 sinhz 和 coshz 的导数 • 

2. 通过以下方法证明 sinh 2 z = 2 sinhzcoshz 

( a ) 第34节 sinhz，coshz 的定义 （1); 

( b ) 第33节的等式 sin 2 z = 2 sin Z cos Z 和第34节的关系式 （3). 

3. 说明如何分别由第33节的等式 (7) 和(6)臀到第34节的等式 (6) 和 (8).. 

4. 结合 sinhz = sinh(:c + i ; y) ， coshz = cosh(x + f ； y ) 说明如何分别由第34节的等式 （7) 和 
(8) 得到等式 （9) 和 （10). 

5. 证明第34节关于 | coshz | 2 的表达式 （12). 

6. 采用以下方法证明 I sinhx | < | coshz | < coshj ：. 

( a ) 第 34 节式 （12); 

( b ) 第 33 节练习 11( b ) 得到的不等式 I sinhy I < I cosz | ^ coshy . 

7. 证明 

(a) sinh(z+ 7 ti) = —sinhz; 

( b ) cosh ( z+TtO = ~ coshz ； 

( c ) tanh ( z +7 ti ) = tanh «. 

8. 详细说明为什么第 34 节中式 （14) 和 （15) 成立 • 

9. 利用上题得到的结论找出双曲正切的所有零点和奇点 • 

10. 推导第34节的求导公式 （17). 
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11. 利用第27节的反射原理证明，对任意的 2 ， 

( a ) sinhz = sinhz ； ( b ) coshz = coshz . 

12. 利用上题得到的结果证明在 cosh 尹0的任意点，有 tanhz = tanh ;. 

13. 利用第26节的引理并且假设所给等式中的 z 被: c 代替后仍然成立，证明 

( a ) cosh 2 z — sinh 2 z = 1; ( b ) sinhx + coshz = ^ . 

(与第 33 节练习 5( b ) 做一下比较） 

14. 为什么函数 S inh ( f ) 是整函数？用： c 和^把它的实部表示出来，说明为什么它的实部 
作为一个函数处处调和. 

15. 利用第34节的等式 （9) 或 （10) 像第33节的练习17 —样找出下列方程的所有根 

( a)sinhz = i ; ( b)coshz = |. 


答案： （ a ) (2 w + + ) 7ri(n = 0， ±1， ±2, …）； （ b ) (2 n ± 去 )7 n .( ra =0 ，士1，±2， …）. [ ypT ] 

16. 找出方程 cosh 2 =-2 的所有根（与第 33 节练习18做一下比较) • 

答案： 士 ln(2+V^) + (2n+l)Ki(n = 0 ， 士 1 ， 士 2 ， …）. 

35反三角函数和反双曲函数 

三角函数和双曲函数的反函数可以通过对数来描述 • 

为了定义反正弦函数 sin _、， 

当 z = sinw 时，令 w = sin -1 z 


即当 


e™ — e 、 
^ " 2i ~ 


时， $ w = sin _1 z . 如果我们把这个等式写成产的二次方程的形式 
(疒） 2 — 2汝（产 ）一1 = 0， 

把 e ™ 解出来（参看第9节练习 8( a ))， 我们发现 

，= iz + ( l _ Z 2 ) V2 ， （1) 

这里 （1 — z 2 ) 1/2 是 z 的双值函数.方程 （1) 的两边取对数再结合 w ^ sirTk ， 我们得到表达式 

sin _1 z =— ilog [ t'z + (1 — z 2 ) 1/2 ]. (2) 

下面的例子说明 sirT 、 是多值函数，在每一点 z 有无穷多个值 • 

例表达式 (2) 告诉我们 

sin — 1 (― i ) =_ ilog(l 士 V ^"). 


但是 

log(l +V?) = ln(l +V2") + 2 mzi in = 0, 士 1，士 2, …） 
log(l 一 V^") = lnO^— 1) + (2w+ l)jrt (n = 0, 士 1， 士 2,…）. SM] 
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由于 


所以 


ln(V2 - 1) = In —-— =-ln(l+V2), 
1+- J 2 

(-l)"ln(l+V2) + rmi in = 0 ? it 1» it 2, ••*) 


构成 k > g ( i ± v ^) 的值集.因此在直角坐标下，有 

sin -1 (— i) = rm + i (— l)^ 1 ln(l +72) (” = 0 ， ±1 ，士 2，."）. 

我们可以用推导表达式 (2) 的方法导出 

cos— 1 z =— i\og\_z + i{ \ — z 2 ) in ~\ 

tan -1 z = 4~log 十 +' 

2 i — z 


(3) 

(4) 


函数 COS -\ 和 tan - k 也都是多值的.当平方根和对数函数取特殊的分支的时候，因为这三个 
反函数都是解析函数的复合代数运算，所以它们也是单值解析的 • 

由上也很容易得到这三个函数的 导数. 前两个函数的导数取决于所选的平方根 的值： 


1 

d^ Sin Z — (1-z 2 产 

盖 cos_1 '= d-J) 172 - 

第三个的导数 



不依赖于这个函数取单值的方式 • 

双曲函数的反函数也可以用同样的方式来得到.结果是 



sinh -1 z = log[ 2 + (z 2 + 1 ) 1/2 ]， 

(8) 


cosh-k = log[z：+ ( 之 2 — 1 ) 1/2 ]， 

(9) 

國 

tanh _1 2 ： == 备 log | + 

2 1 — z 

(10) 


最后，我们注意的是一般对反函数的另一个通用的表达式是 arcsin ；!： ， 等等. 


练习 


1. 找出下列函数的所有值 

(a)tan -1 (20 ? (b)tan -1 (1 + 0 ; (c)cosh _1 ( — 1) ; (d)tanh _1 0. 

答案： （ a)(w+|)7t+yln3(n = 0 ， 士 1 ， ±2 ， …）； (d)n^i(n = 0, 士 1 ， 士 2， ...）• 

'2. 通过如下方法解方程 sinz=2 

U ) 让方程中的实部和实部相等，虚部和虚部相等> 
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( b ) 运用第35节 sin -' z 的表达式 （2). 

答案： (2 w + ~|~)7 r ± fln (2+ V^)(ra = 0， ±1， ±2，…） • 

3. 解方程 cosz = V 2. 

4. 推导第35节 sirT 、 的导数公式 （5). 

5. 推导第35节 tarT 、 的表达式 （4). 

6. 推导第35节 tan — k 的导数公式 （7). 

7. 推导第35节的 cosh — SW 表达式 （9). 


圓 






第 4 章积 分 

积分在复变函数的学习中有着极其重要的 地位. 在本章中，我们将展现积分理论优雅而严 
谨的特征，所描述的定理都非常简练而深刻，但大多数的证明很简单. 

36函数 wU ) 的导数 


为了用一种简单的方法来介绍 / U ) 的积分，我们需要先考虑 实变量 i 的复值函数 w 的导 
数. 我们记 , 

U)(0 = u(t) + iv(t) ， ( 1 ) 

其中函数和 X ；⑴是 i 的实值函数.函数 （1) 在一点 Z 的导数 J ⑴或 d [_ vuW / dt 可定 
义为 • . 

xv\0 = U (0 + iv f (t) 9 ( 2 ) 

其中假设在〖点/和 x / 都存在. 

由定义 （2) 可得对每个复常数 

去 [0 0 + f ： y 0 )(M + b)]' = [(: r 0 w —;y 0 t;) +z’（：yoM + :r 0 T；)]' 

= ix 0 u — y Q v) f i{y 0 u-\- x q vY = ix 0 u — y 0 v^> + i(.y 0 u + x 0 v). 


因此 


ix Q u — y 0 v') + KyoW' + Xot/)= ( 工 0 + ^y 0 ) (w' + h/、= z 0 w ’（（） ， 


去 [2 ： 0 t£ ； (t)] = z 0 u/(t). 


另一个我们将会常常用到的希望成立的法则是 

去 V = z 0 e z ^ 1 , 

其中％=心+6。.为了验证上式，我们将函数写成 

e ZQt — e XQt e iy ^ 1 = e X()t cosyot + i € Xot siny 0 t 

并由定义 （2) 可见 

去 V = ( e ^ t cosy 0 t) f + i ( e J ： ot sinyot ) ， . 
根据微积分中的一些熟悉的法则和一些简单的代数运算可得 

合 V = ( x 0 + iyo ' Ke x o t cosy 0 t + ie ^ sinyot ) ■ 


(3) 


(4) 




或 



= Uo+iyo^e^e'^. 


显然这就得到了式 （4). 

在微积分中学到的其他各种法则，如函数之和与函数之积的求导法则，对上面的复值函数 
依然奏效.像公式 （3) 和公式 （4) 那样，利用微积分中的对应法则就可以验证.然而，应该指出 
并不是所有在微积分中成立的法则都对 （1) 型的函数成立.下面的例子阐明了这一点. 

例 设比(0在区间上 连续； 即它的实部 〆 0和虚部 都在这区间上连续.即 

使当 a <0<& 时 《/(«) 存在，微分中值定理也不再成立.更清楚地说就是，不一定存在数 c 在 
区间上满足 

W '( c ) = wW ~ w(a) . 

b — a 

只需考虑函数14^)=^(0<£<2兀）就可以看到这 一点. 此时 I I = I ie u I =1;这意味 

着 tt / G ) 恒不为零，而 uK 2 tt )— 加 (0)=0. 

37函数 > Wr ) 的定积分 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


当 uKr) 为实变量 t 的复值函数时，记为 

xv ( t ) = uit ) + iv ( t ) 9 

其中函数 u(r) 和扒0是£的实值函数， uKr) 在区间 « b 上的定积分定义为 

- [ vu{t)dt = [ 

J a J a J a 

上式前提是右边的两个积分都存在.因此有 

Re| 6 w(i)di = | Re[w(i)]di 和 ImJ" voiOdt = J Im[w(Z)]df. 

例 1 为了说明定义 （2)， 

j ' ( 1 + iiYAt = J o (l — t 2 )dt + i ^ 2tdt = y + i . 

用同样的办法可以定义在无界区间上的广义积分 _ 定义 （ 2 ) 中 “(<) 和 Wt ) 分段连续时，它 
们的积分就存在.其中分段连续指函数在给定区间上除了有限个点外处处连续，且在这有限个 
不连续点上存在单边 极限. 当然，在 a 点只要求右极限 存在； 在 6 点只要求左极限存在•当 
«⑴和 x ；( 0 都分段连续时，则说 w ( t ) 是分段连续的 • 

关于函数 wG ) 的常数倍的积分、函数和的积分、交换极限与积分次序的法则都是成立的. 
这些法则还有性质 

| vuii)At — J zv ( t)dt + | w ( t ) dt , 

都很容易利用微积分中的相应法则得到验证 • 

关于有原函数的微积分基本定理也能推广，使得对 ( 2 ) 型的积分也是成 立的. 特别地，设 
vuW = “（ t ) + ixKt ) 和 Wit ) = U ( t )+ iV ( t ) 
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在区间上 连续. 若⑴那么 [/'(«) = « ⑴， V ， ( t ) = v ( t ). 于是从 
定义 （2) 得 

| 6 w ( Odf = U {0\[+ iVU)\ b a 

= lUCb) 4 - tV(W] — [LKa) + tV(a)]. 


J xv(t)dt = W(6) -W(a) = W(«)|'. (4) 

例 2 由于 ( 〆 ）' = “ （见 36 节）， 

J" e u dt = —ie u | " /4 =—ie iK/i +z 

=—^ 十方) + 2 = 去 + 中 一矣) • 

我们最后给出积分模的一个重要性质.即 

| wit) | At (a<6). (5) 

这个不等式当左边积分值为零时显然成立，特别当 a = 6 时.因此在验证这个式子时，我们假 
设它的值是非零 复数. 如果 r 。 和乳分别是常数的模和幅角，那么 

| wd< = r 0 e ie «. 

解出 「。， 得 

r 0 = | e- i6 » -wdt. (6) 

等式的左边是实数，故右边也是.因此，利用实数的实部是它本身和性质（3)，我们得到 （6) 式 


的右边可以写成 


那么等式 (6) 变为 


因此根据等式（7)， 


J" g _ ' 9 o w dt = ReJ e~ i6 <> wAt = J" Re(e _, 〜 
r 0 = J Re(e _w »w)d«. 

Re(e-' # ow) e-^vu | = | e 一 || w | = I w I i 


(7) 


r 0 < J I w I d«. 

因为 r 。 就是 （5) 的左边，所以 （5) 式 成立. 将上面过程稍微修改就可得到 


画 
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| J " - w ( t)dt j ^ j " I w ( t ) I dt , 

其中假定广义积分存在. 

练习 

1. 利用微积分中的相应法则验证当 

w ( t ) = u ( t ) + iv ( t ) 

是实变量 t 的复值函数且 ™'( i ) 存在时，下列法则成立 .■ 

( a ) ^ ro (- f ) = — vj \ — t ), 其中 w '( — 0表示 点的导数; 

(b) ^[w(0] 2 =2w(«)w / (0. 

2 . 计算下列 积分： 

( a ) J ( j - i ) dz ; (b) J e iZt At -, ( c ) J "。 e _ a dt(Rez > 0) • 
答案： （ a ) — y — iln 4; ( b ) f ++; ( c ) 士 • 


(8) 


3. 证明如果7«和《是整数，那么 


e « e -^d0 = 


(0,若 m 年 n 


12丌，若 m = n 

4. 根据第37节中的关于一个实变量的复值函数的积分定义 （2) ， 

| e n +,> I da ： = J e x cosxdx + zJ e ^ sinxdx . 

通过计算左边积分的值并取其实部和虚部来求右边的两积分值. 

答案： 一 （1+，）/2, (1 + ^)/2, 

5. 设 wU ) 是定义在区间上的连续复值函数.通过考虑函数来证明不一 
定存在区间上的数 c 使得 

J xv ( t)dt = w ( c )(6 — a ). 

这表明微积分中的积分中值定理对复值函数不一定成立（与第 36 节中的例子做比较） • 

6. 设 = + ⑴表示定义在区间一上的连续复值函数. 

( a ) 设 w ( f ) 是偶 函数； 即 w ( — t )= w ⑴对区间上任一点 f 都成立 • 证明 

J w ( f)dr = 2| - w ( t ) dt . 

( b ) 证明如果切⑴是奇函数即 w ( — t ) = — w («) 对区间上任一点《都成立，那么 

J wU)At = 0 . 

提示： 利用相应的实值奇偶函数的积分 性质. 
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7. 应用第37节中的不等式 (5) 来证明对于区间上的所有: c 值，函数 e . 

F „( x ) = ~\\x + iVl-^ 2 cosdrde (n = 0，1，2,…） 

7C Jo 

满足不等式丨 PJx ) I <1. 

38 围道 

一个复变量的复值函数的积分是定义在复平面中的曲线上的，而不仅仅限于实 区间. 为了 
学习这种积分，在这节中将介绍几类曲线. EH ] 

复平面上由 Z =( X , W 组成的点集称为一条孤，如果 

x = x(t) , y = y(t) (a t b) , ( 1 ) 

其中 x ( t ) 和 〆 <) 是实参数《的连续 函数. 这个定义给出了一个从区间到 xy 或=平面 
的一个连续 映射； 且像点随《的增长是有向的.用下面的等式来描述弧是很方 便的： 

z = z(t) {a t ^ b') , ( 2 ) 

其中 

z(t) = x(t) + iyit). ⑶ 

弧 C 称为简单孤或若尔当孤 ®， 如果这条弧不自相即 C 是简单的，如果时就有 zU ) 
合⑹.当弧 C 除了满足办)=办)外是简单的话，我们就称 C 是简单闭曲线或若尔当曲线 • 

有的特别的弧的几何性质使得 （2) 中的参数 < 要有不同的 表示. 事实上，可以看下面的 
例子. 

例1第10节中的由下式决定的折线 

_ p + ir ，若0 < :c < 1 ⑷ 

Z ix + i ， 若 1 < 工 < 2 ' 

是由0到 1 + t ' 的线段和 1 + z •到 2 + i 的线段连接起来的（图 36) —条简单弧 • 



of 


图 36 

例2以原点为圆心的单位圆 

z = e w (0<0<2兀） （5) 圆 


© 这些函数实际上是多项式，它们称为勒让德多項式，在应用数学中很重要_例如，参看附录 A 中 Lebedev 写的书 
的 *4 章. 

㊁ 用 C . Jordan (1838—1922) 的姓 命名. 
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是一条逆时针方向的简单闭曲线.同样以％为圆心半径为的圆 

z = ^0 + Re i6 (0 2 tt ) (6) 

也是一条逆时针方向的简单闭曲线（见第6节). 

同样的点集能组成不同的弧. 

例3弧 

z = e_ ie (0<(9<2兀） (7) 

与式 (5) 描述的弧是不同的.点集是相同的，但这个圆是沿顺时针方向的. 

例4弧 . 

2 = e iM (O<0<27t) (8) 

上的点与构成 （5) 和 （7) 的点是相同的.但这条弧的不同之处在于它沿圆周逆时针方向转了 
两次 • . 

当然对任何给定的弧，其参数方程表示是不唯一的.实际上可以通 ii 变量的替换将参数的 
取值范围定在其他任何区间上.具体说来，设函数 

i = ^( r ) (a ^ r ^ /3) (9) 

是将区间卢映到上的实值函数(见图 37). 我们假设4的一阶导数 连续. 又设对 
任何 t 均有 f(r)>0 •，这保证了 t 是随 r 递 增的. 表达式 (2) 经过映射 (9) 变为 

z = Z(r) (a ^ r ^ /3) (1 。） 



( 11 ) 


在练习3中我们给出了一个具体的函数说明了这个问题. 

现设用于表示 C 的函数 (3) 的导数 

z ' it ) = x it ) + iy \0 (12) 

的实部 x '( r ) 和虚部 /( f ) 在整个区间上是连续的.那么这条弧就称为可微孤，且实值 


函数 


I z’o) | = VEx'co] 2 + Ly («)j z 

在区间上 可积. 事实上根据微积分中弧长的定义得， C 的长度是 
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L = 


| z \ t ) I At . 


(13) 


如我们所希望的，在 C 表达式做参数映射时， L 的值不变.更明确地说，当用 （9) 式做变 
量替换时， （13) 式将变为[见练习 1(b)] 

L = J | z’ [彡 (r)] | ^ (r)dr. 

如果对 C 用表达式（10)，那么由其导数（练习 4) 

. Z \ t ) = z' [多 (r)]^(r) (14) 

就可将 （13) 写成 

L = ^ | Z^r) I dr. 

因此 C 的表达使用 （10) 式，其长度保持不变. 

如果 （2) 表示一条可微弧且在区间 a < t < b 上处处都有那么单位切向量 

T 〆 ⑴ 


对开区间上的所有^都有定义，且倾角为 arg Z '(t ). 在区间上 r 是随参数 f 的变化而连 
续转动的.当 z(f) 看作是径向量时， T 的这种表达式正是在微积分中出现过的形式.这样的弧_ 
称为是光滑的.在提到光滑弧 z=z(0(a«W 时，我们就认为 z ' ⑴在闭区间上连续 
且在上不为零 • 

一条围道或分段光滑弧是指一条由有限条光滑弧在端点连接起来后得到的弧.于是如果 
(2) 表示一条围道，那么是连续的，且〆 （0 是分段连 续的. 例如折线 （4) 就是一条围道 • 

当 Z (0 只有在起点和终点的值相同时围道 C 就叫做 简单闭围道. 例如 （5) 和 （6) 及给定方向的 
矩形或三 角形. 一条围道或简单闭围道的长度为组成这条弧的光滑弧长度之和. 

任何一条简单闭曲线或简单闭围道上的点都是两个互不相交的区域的边界点.一个区域在 
C 内部且有界.另外一个在 C 外无界.从几何上很明显可以接受这个事实 即若尔当曲线 定理； 

但严格证明不容易' 


练习 

1. 证明如果⑴在区间上连续，那么 

(a) | w (— t)dt = | w(r)dr 

(b) | 6 W (i)di = J^W(r)]f(r)dr , 其中 Mr) 是第 38 节中式 （9) 中的函数. 

提示这些等式可以通过验证它们对实值函数成立而得到. 

2. 设 C 表示圆周 |z| =2的右半部分，用逆时针方向为正， C 有下面两个参数表达式是 


© 参看 Newman 的书115 —116页，或参看 Thron 的书的第13节，这些书的书名在本书的附录 A 中已列出.对 C 是 
简单多边形这一特殊情况，在 HiUe 的论文集的第一卷的281 — 285页中有证明，此卷书名在本书的附录 A 中也已 
列出. 
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z = z (d) = 2e ie (一 f<^f) 

z = Z(y) = %/4 — 3 ； 2 + iy (— 2 ^ 3> ^ 2). 

试验证 Z ( y )= Z [^： y )], 其中 

i>{y) = arctan-^===1 (—号 < arctarU < 晋 ) • 

并证明 4 满足第 38 节 (9) 所要求的存在正导数. 

3. 推导出如图37中在平面上过点 （ a ， a ) 和点(;9, W 的直线的 方程. 利用它找出38节 
(9) 式中用到的线性函数 Mr )， 在那里这个函数是用来将 （2) 变为（10)的. 

答案:⑹勞+异 

4. 对 Z ( r ) = Z [? Kr )] 的微分来验证38节中的式 （14). 

提示：记 Z ( r ) =^[^( r )] + i '3 ; [^( r )] »再利用实值函数的链式法则 • 

5 . 设函数 /( Z ) 在光滑弧 2 = 上丄点处 解析. 证明如果 W ( r ) = 

/ l >( r )]， 那么在点有 

w (t ) = /'[ 2 ： (Z)]Z’ 0 ). 

提示：记 /( 2 )= M (: r ， y ) + ivCx f _ y ) 及 2 ：( i ) = x ⑴ + z •: y ( f ) ，那么 
xv (0 = ， 3>(0] + ?^(^)]. 

然后利用微积分中两个实变量的函数的链式法则得 

-w = iu x x + U y y f ) + iiv x x f + v y y f ) , 

再利用柯西-黎曼 方程. 

6. 设 〆 : c ) 是定义在区间 0< x < l 上的实值函数，表达式如下 
卜 3 sin (|)， g 0< x<l 


y ( x ) 


10,若. 


( a ) 证明方程 


z = x-\~ iy ix) (0 ^ j : ^ 1 ) 

表示一条如图 38 所示的与实轴交于点2：=1/”(《=1，2，…）和 z =-0 的弧 C . 



图 38 
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( b ) 验证 ( a ) 中的弧 C 是一条光滑弧. 

提示： 为证明 〆 ： c ) 在 : c = 0 的连续性，只需注意到: c >0 时 
0 < | _ r 3 sin ( I ) | < : 3 • 

同样由此可得到/(0)及 / U ) 在 x = 0 的光滑性. 

39围道积分 


现在我们来研究复变量 Z 的复值函数/的积分.这样的积分一般是用 / U ) 沿复平面上给 
定的从 Z = Zl 到2= 22 的围道 C 的值来定义的.因此是一个线 积分； 它的值依赖于围道 C 和函 
数 /. 记作 

| / ( z)dz 或 J 2 f ( z ) dz , 

一般后一记号常在积分的值不依赖于连接两端点的围道的选择时使用.当积分可以直接定义为 
和的极限时，我们就用37节中介绍的定积分来定义. 

设 

z — z ( t ) (a t ^ d ) (1) 

表示围道 C ， 从点 Z 1 = Z U ) 到点设 / U ) 在 C 上是分段连续的，即 /[ z (0] 是区间 
上的分段连续函数.我们定义/沿 C 的围道积分如下 

| /( z)dz = | f [ z ( t )] z / ( t ) dt . (2) 

注意，由于 C 是一条围道，所以 z ' U ) 在是分段连 续的； 故 （2) 的积分的存在性得以 
保证. 

围道积分的值在对围道的表达式做如38节 （11) 型的映射时是不变的.这个论证过程只需 
仿照38节中证明弧长的不变时的过程即可.从定义 （2) 和37节中提到的复值函数积分的性质 
立即可得对任意复常数 2 。， 

J z 0 f ( z)dz = z 0 | / ( z ) dz , (3) 

及 

|^[/(«) +^( z)]dz = J c /( z)dz + | c g -( 2 ：) dz . (4) 

与积分 (2) 中用到的围道 C 相关联的是围道一 C ， 它与围道 C 的点集是相同的，但是方向与 C 
相反，是从 Z 2 到(图 39). 围道 一 C 有参数表示 

z = z (— 0 b 《 t — a ); 

并且从 37 节练习 1( a ) 的观点来看， • 

J /( z)dz = J / [ z ( — i )] ~^z (— t)dt =— J t )~\ z '(. 一 t ) dt . 
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图39 


其中 〆 （_ t ) 表示 f 的函数的导数在 一 t 的值.在最后的积分中做映射^=一《，然后由38 
节练习 1( a ) 可得 


| ^ fiz)dz =-二 /[ z ( r )] z '( r ) dr ， 


[1231 


也就是 


J /( z)dx =~ J /( z ) dz . 


(5) 


现在考虑表达式如 （1) 的一条路径 C ， 它由从 a 到&的围道 C , 与从 z 2 到 z 3 的围道 C 2 连 
接而成（图 40). 存在 c , 满足 a < c <6, 使得 z ( c ) = z 2 . 那么，（^可表示为 


而 C 2 可表 7 K 为 


z = z { t ) (a ^ t ^ c ) 

z = z ( t ) (c ^ t ^ d ). 


图 40 C ^ Q - i-Q 


而且由 37 节中提到的 wO ) 的积分法则得 

j * /[ z ⑴] z'Wdr = j * / [ z ( t ) Jz \ i)dt + I f \^ zit)~\z 

那么很明显地有 

J c /( Z )(k = J c /(z)d« + | f f ( z ) dz . ⑹ 

有时 c 叫做 g 和 c 2 的和，记为 G + Cz . 当围道 c ! 和 a 有相同的终点时，可以定义<^和 
- C 2 的和，记为。一(： 2 . 
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在微积分中定义的积分的几何意义可以解释为面积或其他 东西. 但在复平面上的积分除了 
特殊情况外，一般没有什么有意义的几何或物理上的解释. 

40 举例 

这节的目的是针对39节中的积分的定义给出例子并说明那里提到的积分的性质.我们将 
在42节中用 / U ) 在围道上的积分讲述原函数的 概念. 

例1求下面积分 的值： 

I = J zdz, (1) 

其中 C 是圆周丨 z I =2上从 z =—2 i 到的右半部分（图 41)： 
z = 2，(_f )• 

根据39节定义（2)， 

I = [ n 2^(2e ,e yd0- t 
J -*/2 


图 41 


由于 

就得到 


7 = e - 必 且 (e ie y = ie i9 ， 


I = p /2 2e- t9 2ie t9 dd = 4zp /2 dd = 4^'. 

J - k /2 J i/2 

注意到当 5： 在圆周 I z 1 =2 上时，就有& = 4 或 5 = 4/2. 于是 / =4tu ' 可写成 
f dz _ . 

JcT = 7M . 

例2在本例中，我们用 G 表示图42中的围道 OAB 并计算积 
分 

| /(z)dz = | /(z)dz + |^/(z)dz, (3) 

其中 

f(z) = y — x~^ iZx 2 (z = x + )* 

直角三角形 OAB 的直角边 OA 可用参数表示为 z = 0 + i：y(0<；y 图 42 

<1)；由于在这个直角边上的点都满足工= 0,所以此时有 /G) = 

从而 

L /u)dz= Jo yd3，= 4/ dy== l - 

在直角边上， z=x+t(0<x<l ); 所以 

| f{z)dz = J'd-x-iSx 2 ) • ldx = J\l -x)dx-3tj o -r 2 dx = \ ~ i- 


( 2 ) 
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125 
I 

126 


从等式 (3) 可见 

£_ /(2)d2； = izii. 

如果用 c 2 表示直线 y = ： c 上的区间 OB ，参数表示为 z =^ + 2 - x (0< x < l ), 

[ f ( z)dz = [ — z ’3 x 2 (l + f)dx = 3(1 — z ) f * r 2 dr = 1 — A 
J c 2 • J 0 Jo 

显然/(幻沿<^和 C 2 两条围道的积分值不同，虽然 q 和0 2 有相同的起点和终点. 

从上面可见 /( Z ) 沿简单闭围道的积分为非零值 


f f ( z ) dz ~ [ f ( z)dz = — 

. Jc 2 l 

例 3 在这里我们设 C 表示任意一条从 a 到々 的光滑弧（图 43) 
2： == z(0 (a ^ ^ 6). 


为了计算积分 



zdz 


z ( t ) z ( t ) dt 9 


(4) 


(5) 


^1 




Ol 



X 


图 43 


注意到37节练习 1( b ) 中 


因此 


at 2 


LzWj \ b _ 「 z(6)1 2 — |>(a)] 2 


… .1: 2 

但是 Z(W = Z2 , z ( a ) = Zl . 且 zi )/2. 由于 J 的值只依赖于 C 的端点，与所取的弧无 


关，我们可以写成 


zdz 


z \ ― z \ 


(与例2比较，那里积分的值依赖于连接给定两点的弧 •） ， 

表达式 (6) 当 C 是围道时也成立，因为围道是由几条光滑弧 C * Q =1， 2,…， n ) 顺次连接 
而成的.更明确地说，设 C * 连接点心和〜 +1 .那么 

L zdz= § L zdz = § = 


(7) 
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其中4是(：的起点， 2 „ +1 是0的终点. 

从表达式 （7) 可以看到 /( z ) = z 沿平面上的任意闭围道的积分值都为零（与例2比较，那里 
给定的函数沿一定的闭围道积分值不为零）.一个沿闭围道的积分何时为零将在42节、44节 
和46节中讨论. 

例 4 设 C 表示从点2 = 3到2=—3的半圆周（图 44) 
z = 3e ie (0<e<7t). 

虽然多值函数/ /2 的分支 (30 节） 

/(z)=W /2 (r>0,0<&<2n) (8) 

在围道 C 的起点 Z = 3 无意义，积分 




是存在的.因为被积函数在 C 上是分段连续的.为了看到这一点，我们注意当以 0) = 3 /时 
函数 


/= 诉严 = i/Icos 音 + / V^sin 音 (0 < 0 ^ jt) 

的实部和虚部在0=0存在右极限分别为 W 和 0. 因此将 / o (0)] 在0=0的值定义为 W ， 那么 
它在闭区间0<0<7^上 连续. 所以 

I = ^Se im Zie ie Ad= 3 V3 ij%' 39/2 ； 

= 备’ /2 |: = ~h a+i) - 


最后可得 


练习 


=-2^3(1+0. 


对下面练习1〜6,通过对函数 C 或围道 C 的参数表示，计算 J^/(z)dz. 

1. /(z) = (z+2)/z，C 为 

(a) 半圆周 

(b) 半圆周 z=2e i9 (jt<0<27t); 

(c) 圆周 z=2^(O<0<27t). 

答案： （a) — 4 + 27ti; (b)4 + 2jtt? (c)4jtz. 

2. /(z)=z— 1， C 为沿 

(a) 半圆周 z=l+e' 9 (7r<(9<27t); 

(b) 实轴上的区间 0<:c<2 
从 z = 0 到 Z =2 的弧. 


127 
1 

128 
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答案： （ a)0; (b)0. 

3. /(z)=7rexp(^), C 是以 0 ， 1 ， 1 + i, z 为顶点的正方形的边界沿逆时针方向得到的 
曲线 . 

答案： 40" —1). 

4. 设函数 /(z ) 由方程 


/(z) 


(I ； 


当 5<0 
当 y>0 


定义且 C 是曲线 y = x 3 上从点 z =- l - i 到* = 1 + £的弧 • 

答案： 2 + 3 i . 

5. /( z ) = l 且 C 是平面内任意一条连接 A 和&的围道. 

答案： Z 2 — Zl . 

6. /( z ) 是如下幂函数的分支 

z _1+i = exp [(— 1 4- Ologz ] ( | z | > 0,0 < argz < 2 jt ) ， 
C 是圆周 I z I =1 沿正向生成的弧. 

答案： i(l — e _ 2 *). 

7 . 用 37 节练习3得到的结果计算 

| z m z " dz , 

其中7»和《都是整数， C 是由圆周丨 Z I =1取逆时针方向得到的弧. 

8. 计算40节中例1的积分 I ，其中 C 表达式为 

z = -J y 1 + iy ( _ 2 ^ ^ 2). 


( 见 38 节练习 2). 

9. 令 C 与 C 。 分别表示圆周 

z = i?e i9 (0<(9<27t ) 和 z = zo +Re ie (0< ; d< i 2n), 


用参数表示证明当/在 C 上分段连续时， 

| / (z)dz = | /(« — «o)dz. 

10. 令 C 表示圆周丨 I 取逆时针得到的弧.用 C。 的参数表示 z=z 0 +_R^( — 7t 
<0<7t) 推出下列积分 公式： 

(a) [ d -^- = 27ui ; (b) [ (z-zo)^dz = 0 («= 士 1 ，士 2，.》). 

」 C Q Z — 之 0 J c 0 

11. 用练习 10 中的 C。 及其参数表示来证明 

[(Z — z o y~ l dz = i ^-sin(aK>, 

J c 0 a 

其中 a 为任意非零实数，被积函数和尺都取主值支.（注意，^里是如何推广了练习 ) 

12. (a) 设函数 /( z ) 在光滑弧 C 上连续， C 有参数表示 z = z ( t )( a < f <6); 也就是 
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/[ z (0] 在区间上连续.证明如果扒 rKaSrgp ) 如38节中所述函数，那么 
JV [^(0]/( Od « == f /[ Z ( r )] Z '( r ) d r ， 

其中 Z ( r ) = z [^( r )]. 

( b ) 指出如何推出 （ a ) 中的等式在 C 为一般曲线， / U ) 在其上分段连续时仍成立.从而表 
明在参数映射时/(幻沿0的积分值是不变的. 

提示： 在 （ a ) 中利用38节练习 1( b ) 的结果然后利用那里的 （14). 


41围道积分模的上界 


当 C 表示围道 z = 时，从39节定义 （2) 及37节不等式 （5) 得 

|| f ( z)dz | = ] | /[之⑴]/ 0 )ck 卜 j " | / [ z ( i )] I I z ' it ) I At . 

因此对任意常数 M 如果满足对 C 上的点 z 都有 I /( z ) I < M , 就有 
j | c /( z ) dz |< M | 4 I z \ t ) I dt . 

由于这里右边的积分表示围道的长度 L (见38节），可见 /( Z ) 在 C 上的积分值的模不超过 ML : 

|| /(z)dz|<ML (1) 


这里当/在 C 上满足 | f ( z ) | <於时上式也取严格不等号. 

由于这里考虑的积分路径都是围道，且被积函数在上面分段连续.所以 （1) 中的 M 总会存 
在.这是因为当/在 C 上连续时，实值函数 I /[ z ⑴] I 在闭区间上连续.且这样的 
函数在区间上可达到最大值 M . 于是 | / U ) | 在 C 上连续时就有最 大值. 从而/分段连续时 


有最大值. 

例1设 C 是圆周 | 2 | =2在第一象限由 z = 2 到 z = 2£ 的圆弧（图 45).. 


由不等式 （1) 可证明 

|L (2) 

这是因为首先如果 Z 是 C 上的点，那么 | Z | =2, 从而 
| z + 4 |<| z |+4 = 6 
U 3 -1 |> || Z I 3 -1 1=7- 
因此当 z 在 C 上时， 

1 z +4 | . 1 z + 4 | ^ 6 

|?^ir I - 11 

记 M =| ■且因 C 的长度为 L = ; t ， 我们用不等式 （1) 就可以得到 （2). 

例 2 为半圆形路径（图 4 6) 

z = Re ie (0<e<7t), 



_ 


_ 
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2 表示平方根函数的分支 


^ e u 


>。，一 f <0< f ) 


不需计算出积分的值就可以看到 


Hc r = 0 - 


这是因为当 I z | = R >1 时， 


那么在 C R 上的点处， 


U 1/z | = | VRe m2 I = 孤 
U 2 + l 丨 > IU 2 l-i | = i ? 2 -l. 


|^t| <Mr 其中 Mr= r^i- 
因为 C K 长度为 L = : ri ?, 由不等式 （1) 可见 

但是 

, f r l / R 2 

M R L - 面 - d 洒’ 

可以看到当 R 趋于无穷时，上式最右边的项趋向于零.于是极限 (3) 得证. 

练习 

1. 不计算积分证明 


\ c^=l : 


其中 C 如41节例1定义的曲线. 

2. C 表示从点 = = 到点 z = l 的线段.注意在线段上的所有点中，只有中点到原点距离 
最近，由此不计算积分证明 

| L ?| <4 ^- 

3. 证明如果 c 是以点0、 3 L — 4为端点的三角形的边界 
其方向沿逆时针方向（图47)，那么 

|| c (^-5) dz |<60. 



图 47 


4. 设（^表示由 圆周丨 z I = i ?(/?>2) 的上半部分沿逆时针方向得到的弧•证明 
I Ic p z 4 + 5z 2 + 4< 


2z 2 -l _ dz \ < nR(2R 2 + 1) 


( i ? 2 - l )( J ? 2 -4)' 
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然后在上式右边分子分母同除以 i ? 4 ，证明当 R 趋于无穷时积分值趋于零. 

5. 设 G 表 示圆周| z 丨 = R ( R >1), 其方向沿逆时针方向得到的弧.证明 

| Ic R ，如|<2兀(^^)， 

由此根据洛比塔法则证明当尺趋于无穷时积分值趋于零. 

6. 令 C p 表示由圆周 | z | 其方向沿逆时针 方向. 设 / U ) 在 | z |< l 内解 
析.证明如果， 1/2 表示任一个特定的解析分支，那么存在一个与^无关的非负常数 JVf ， 使得 


H_ 1/2 /( z )d z 丨 < 2 丌 M ‘ 

从而证明当^趋于零时积分值趋于零. 

提示： 注意到 /( Z ) 在 U I <1中解析，从而连续，故在 U I <1中有界 （17 节）. 


7. SC N 表示由曲线 


X =士 （ JV +1/2 )tt 和 = 士 （iV + l /2)7 T 

围成的正方形的边界，其中 N 为正整数， C 的方向为逆时针. 

( a ) 利用33节中练习 10( a ) 和 11( a ) 中得到的不等式 

| s\nz | ^ | sino : | 和 丨 sins | ^ | sinh ^ I » 

证明在正方形的竖边上有 I sinz I <1，水平边上有 I sinz I > sinh ( jt /2). 因此存在与 N 无关 
的正常数 A ， 使得对所有 C N 上的点 z ， 都有 | sinz | > A . 

(b) 利用 （ a ) 中得到的结果证明 

If dz I 16 

| J c N z 2 sin2 ： I 、 （2 N + 1)7 tA ’ 

从而得到当 N 趋于无穷时积分值趋于零. 

42原函数 

虽然一般来说函数 /(2) 从 21 到 Z 2 的曲线积分的值依赖于所选择的路径，但确实存在一些 
函数从 Z , 到^的曲线积分的值与 所选路径无关 （比较40节中的例2和例 3). 所 引用的这些例 
子也能说明沿闭回路的积分值有时可 为零. 下面的定理给出了何时积分不依赖于路径，即何时 
沿闭回路的积分值为零. 

在证明这个定理的过程中，我们将得到微积分中的基本定理的推广，由此可以简化许多积 
分的求值.这个推广中给出了在区域 D 上的连续函数的原 函数的 概念，即存在 F 使得 F '( Z ) = 
fUHz € D ). 注意原函数必须是一个解析函数，并且一个给定函数的原函数在相差一个复常 
数 的意义下是唯 一的. 这是因为同一函数的任意两个原函数 F ( z ) 和 G ( z ) 的差 f ( z ) — GU ) 的 
导数为零； 由 23节中的定理知如果解析函数的导数在区域 D 上始终为零，那么这个解析函数 
在 D 中为常数. 

定理 设函数 / U ) 在区域 D 上连 续. 则下列三个结论是等 价的： 1 

( i )/( z ) 在 D 中存在原函数 f ( z ) ; . 


國 




(与40节例3比较 .） 这就证明了 （ i ) 推出 （ ii ). 

为了证明 ( ii ) 能推出 （ iii )， 我们令 A 和 z 2 表示 D 中任意闭 
曲线上两点，因此可得到两条从 A 到 Z 2 的路，使得 0=(^ — 
C 2 (图 48). 

假设 ( H ) 成立，那么就有 

[/( z)dz = [ f ( z ) dz , (2) 

J Cl Jc 2 

或 


J /( z)dz + j f ( z)dz = 0. ⑶ 

即 / U ) 沿闭围道 C = C ,— C 2 的值均为零. 

下面来证明 （ iii ) 蕴含 （ i ). 我们假设 （ Hi ) 正确，由此证明 （ ii ) 正确，从而证明 （ i ). 为了证明 
_ ( ii ) 是正确的，假设 C , 和 C 2 表示 D 内从点 a 到 z 2 的两条围道，则由 （ iii ) 可得等式 （3) 成立， 
从而等式 （2) 成立. 所以积分与 D 内的路径无关.我们在 D 内定义函数 
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( ii ) /( z ) 沿所有连接 Zl 和々 且完全在 D 内的围道的积分值都是一 样的； 

( iii ) / U ) 沿所有完全在 D 内的闭围道的积分值都为零. 

要强调的是这个定理并不能说明对任意给定的区域 D 和函数 / U ) 必有上面结论之一成立. 
它只说明这三种情形是同时成立或同时不成 立的. 为证明此定理，只需证明由 （ i ) 可推出 （ ii )， 
由 （ ii ) 可推出 （ iii )， 最后由 （ iii ) 可推出 （ i ). 

我们先假设 ( i ) 是对的.如果 D 内连接 Zl 和^的围道 C 是一条光滑弧，参数表示为 z = 
那么从38节练习5可知 

基 F[z ⑴ ]= F’[z(d]z’(i) = /[z(r)]z’(r) (a ^ ^ 6). 

因为微积分的基本定理对单个实变量的复值函数也成立 （37 节〉， 所以 

[ f(z)dz = [ (t)dt = F[2 ： (0] I = F[z(6)] — F[z(a)]. 

J C J a I a 

因为 z (6) = z 2 & z U ) = Zl ， 那么这个围道积分的值为 
F(z 2 ) — F(z ,) ； 

并且可见只要 c 是连接 Zl 到^且在 r > 内的曲线，那么这个值就与曲线 c 无关.也就是 c 光 
滑时 

r 2 f(z)dz = F(z 2 )-F( Zl ) = F(z)\ Z \ (1) 

卜 1 

当 C 是任意位于 D 内的围道时表达式 （1) 依然成立.因为如果 C 是由有限条光滑弧 C*U = 1， 
2,…， 《) 组成的，每条 G 从〜到 z t+1 ， 那么 

[ f{z)dz = 2 (" /(z)dz = 2 [F(z m ) — F(z*)] = F(z^ ) — F(z,). 

J C * = 1 J C * * = 1 
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fu ) = r /(5>d5. 

■> *0 

只要证明在 D 内处处有 f '( z )=/( z ) 成立，定理就完全得证.令 z + Az 表示 z 在0内的小邻 
域中的任意不同于 z 的点，那么 

F(z + Az) — F(z) = J /(i)ds — J f (. s)ds = J f(s)ds ， 

其中从 Z 到 Z + A Z 的积分路径为一条线展（图 49). 

由于 1 

I ds = Az 

(见40节练习5)，所以 

/(z) = ^ r " /(z)d5； 

进而有 

FU+A Az~ F ~ — /U) = — 广 [ /W — ’⑴] ds . 


图 49 


但/在点 Z 连续.于是对任意正数6,存在一个正数心使得 

当 | s - z|<S 时，丨 / G )—/ U ) |< e . 
于是如果 2 +么2与：^距离足够小使得丨 I <3时，就有 


I F(z + Ag ) 一 F ( z ) 


f ( z ) 


< urr elA2|: 


即 


lim 


FU + Az) — FG) 


= /⑴， 


_ 


或 F'( z ) = /u). 

43 举例 

下面的例子阐明了 42 节中的定理，特别是那一节中基本定理的扩展形式 （1). 
例 1连续函数 / U ) = z 2 在全平面上有原函数 FU ) = 警.于是 
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r vdz= yir = i a+ ° s= i ( - i+i) 

对任何从 z =0 到 Z =1+; 的围道都 成立. 

例2函数/( 2 )=+在平面上除原点外处处连续，在区域丨 Z 丨 >0中有原函数 F ( z ) 
- l / z . 因此 


. Ic? = 0 - ' 

其中 C 为以原点为圆心的正向圆周（图 50) 

Z = 2 e w (-7 r < a <7 r ) (1) 

注意函数 / u ) = l / z 沿这个圆周的积分不能这样计算.因为虽然 log Z 的任意分支 F ( z ) 的导数 
是 l / z (30 节），但 F ( z ) 是不可微的，或说是沿支割线是不可 微的. 特别地，如果从原点出发 
的射线作为支割线，那么 F ' U ) 在射线与圆周 C 的交点处不存在（图 50). 因此不存在这 
样的区域使得 C 在其中且处处有 f ^( z ) = l / z ， 我们不能直接利用原函数.下面的例3表明怎 
样用两个不同的原函数的组合来计算 / U ) = l / z 沿 C 的值. 



z = 2，(-f <^<f) 

在计算函数1仏沿(： 1 (图 51) 的积分时，对数函数的主值支 

Logz = lnr + i® (r > 0 ， 一 7t < 0 < 兀） 


可以作为 1/ z 的原 函数: 


Logz H = Log(20 — Log (— 20 


=(ln2 + if )- (Hif) 


= 3Tt- 

这个积分在 40 节例 1 中曾用另一种方法计算过，其中曾用到了半圆周的表示式( 2 ). 


( 2 ) 
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下面用 C 2 表示同一个圆周 C 的左半部分 
z =2， 

考虑对数函数的解析分支（图 52) 

logz = lnr+ id (r > 0,0 < (9 < 2n). 

那么就有 

Jc J 2 . 今 = 1 。狀 | 2 = log (— 20 — log(20 
=(ln2 + £ 警 )- (ln2 + £ y j = ttz, 

所以 1/ z 沿整个圆周 0 = 0+(^ 的积分值可这样 得到： 

f f 生 +[ ^ = ^ + ^ = 2^. 

J C Z J Cj z J c 2 z 

例 4 利用原函数来计算 

f z U2 dz, 

Jc , 

其中被积函数是平方根函数的解析分支 

z in = 4re' en (r > 0,0 < 0 < 2 k)» 

C , 是任意从 z =_3 到 Z = 3 的除端点外位于 x 轴上方的围道（图 53). 



(3) 


> 

.2/ 

138 

1 


I 

139 

V ° 

卜 X 



• -2* 


图 

52 



(4) 

(5) 


虽然被积函数在<^上分段连续，从而积分存在， 但/ /2 的分支 (5) 在0=0上无意义，特别地，_ 
在 z =3 处无意义.但另一分支 

• /, ( Z ) = 4^e im ( r 〉 0 ，一 y < e < y )， 

在 C , 上有定义且处处连续.在 A 上除 z =3 外的点， /,<>) 与 （5) 的值相同，因此可用/ 〆 ^：) 

代替 (5). 因为 AU ) 的原函数是函数 

F ,( Z ) =吾 z 3/2 =吾 r〜 M/2 (r>Q,-f<6<Y)^ 


所以 
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| ( z l/z dz = J 3 3 /,(z)dz = FiCz) |^ 3 = 2#<y o -e ,W2 ) = 2V3C1+0. 

(与 40 节例 4 比较）. 

函数 （5) 沿任意连接 Z =—3 到 z =3 且位于实轴下方的围道 C 2 的积分 

f z i/z dz (6) 

可以用类似的方法计算出来.在这种情况下，我们可以用 

/ 2 (z) = 4re ien (r >。,晋 < 0 < 字)， 

来代替被积函数，因为 / Z U ) 的值与被积函数在2=_3及 C 2 在实轴下方的点处的值相同•因 
此我们可以用/ 2 的原函数来计算积分 (6), 细节留作练习 • 

练习 

1. 利用原函数来证明对任何从点 A 到点 A 的围道 C ， 

f z n dz = -4- tCz ^ 1 -z^ 1 ) (n = 0， l ，2, …）. 

Jc n + l 

2. 通过原函数来计算下面积分的值，其中积分路径是任意连接所给积分端点的 围道: 

( a ) I e^dz ■, ( b ) J "。 cos (号 ) dz ; ( c ) (z — 2) 3 dz . 

[1411 答案： （ a)(l + 0/7 n ( b ) e +( l / e)i ( c )0. 

3. 用 42 节中的定理来证明 

f (Z — = 0(71 =± 1，± 2 ,…） 

Jc 0 j 

其中为任意不过点 Z 。 的闭 围道. [比苹40节练习 10( b ).] 

4. 求出43节例4中/ /2 的解析分支 / 2 U ) 的原函数巧（ 2 )，以此证明积分 （6) 的值为2 W 
(-1 + i ). 于是在那个例子中函数 (5) 沿闭围道^一^的积分值为 一4 W . 

5. 证明 

=爭1-。， 

其中 Z ' 表示主值支 

z l = exp ( i ' Logz ) (| z | > 0, — ;t < Argz < 7 t ) ， 

积分路径是任意从々 =_1 到且除端点外都位于实轴下方的围道. 

提示： 利用同一幂级数的解析分支 

z 1 ' = expCilogz ) (\ z |> 0, < argz < y ) 


的原函数. 
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44柯西-古萨定理 


在42节中，我们知道了如果一个连续函数/在区域 D 上存在原函数，那么 /( z ) 沿任何完 
全在 D 内的闭围道的积分值都为零.在本节中，我们给出了一个定理，在对/附加别的条件 
的情况下使得/沿简单闭围道 （38 节）的值为零.这个定理在单复变函数论中有着非常重要的 
地位； 它在一些特殊区域上的扩展形式将在46节中给出. 

我们令 C 表示一条沿正方向（逆时针）的简单闭围道 z = z ( t )( a < t ^ b ), 且假设/在 C 上及 
在被 C 包围的内部处处解析.根据39节， • ' 

' J f ( z)dz — J / [z(i)]z , (r)dt; (1) 


_ 


( 2 ) 


(3) 

注意 （ 3) 可由左边 /(z) 和 dz 用和代替后展开乘积 得到. 表达式 （ 3) 在 C 是任意 
曲线时及 / O ( t )] 在其上分段连续时仍成立 • 

下面我们回忆在微积分中的结果，它能使我们将 （3) 中的右边的围道积分表达为二重 积分. 
假定实值函数 P (1， ： V )和 QO , ： V )连同它们的一阶偏微分在由简单闭围道 C 和它所包围的点 
组成的闭区域 i ? 内连续.根据格林定理， 

j^Pdr + Qdy = J[ r (Qi — 

现在 / 在 i ? 上解析从而 连续. 于是函 数“和 u 也在尺上 连续. 同样若/的导数 /' 在尺上连续， 
那么 m 和 u 的一阶偏导也在其上连续.由格林定理我们可将 （3) 写成 

J/(z)dz=jJ (— Vx — u y )dA + — ⑷ 

但观察到柯西-黎曼方程 

U X = VyjUy =— V X ， 

二重积分的被积函数在尺上为零.所以当/在 K 上解析及/连续时 
| c /(z)dz = 0. 

这个结果是柯西在19世纪早期得到的. 


(5) 

_ 


且如果 

fiz ) = u ( xty ) + iv { x , y ) 且 z ( t ) = x ( t ) + iy ( t ) ■ 
式 （1) 中的被积函数 / bWVU ) 就是实变量，的函数 

m [ x (^) + iv [ x ( t ) 和 工’ （ t ) + iy ’ ( t ) 

的乘积.因此有 

| f ( z)dz = j * ( mx ' — xV)ck + ivx f + uy f ) dt . 

将上式表示为两个变量的实函数的围道积分的形式，就得到 

| f { z ) dz =[ udx — v ^ y - Vi^vdx + udy , 
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. 注意到证明了这个积分的值是零后， C 的方向就无关紧要了.所以若 C 的方向取作正方向 
的话，那么 （5) 仍是对的，因为 

J f (z)dz =~ J f(z)dz = 0. 

例如果 c 是任意简单闭围道，那么不管方向如何，都有 
| exp(z 3 )dz = 0. 

因为函数 / U ) = ex P U 3 ) 处处解析且它的导数 /( Z )=3 z 2 e xp ( 2 3 ) 处处连续. 

古萨 © 第一个证明了 /连续这个条件可以省略.这个条件的省略是非常重要的，例如我们 
可以在无需假定 /' 连续的情况下得到解析函数/的导数 /' 仍是解析的.我们现在给出柯西的 
结果的修正形式即柯西-古萨定理. 

定理如果函数/在简单闭围道 C 的内部和上面的点解析，那么 

= 0 . 

证明在下节给出，那里特别地将假设 C 是正向生成的.只希望了解这个定理而不想掌握其 
证明的读者可直接跳至46节. 

45柯西-古萨定理的证明 


在证明柯西-古萨定理之前我们先证明一个引理.设 K 是由正向生成的简单闭围道 c 和它 
所包围的点组成的闭区域，我们先将尺分割成一些构成子集.为做到这一点，我们取平行于 
实轴和虚轴的直线使得相邻的水平线和相邻的竖直线之间的距离 相等. 这样就得到了有限个闭 
正方形子区域， J ? 中的点必位于其中至少一个子域中且每个子域都包含尺中的点.我们简称这 
_些正方形子区域为正方形，它们包含边界及其内点，特别地，如果正方形包含了不属于只的 
点，我们就将这些不属于 尺的点 去掉，将剩下的部分叫做残缺正方形.这样我们用有限个正 
方形和残缺正方形就将 K 覆盖了（图 54). 下面的引理的证明从这种覆盖开始. 



© E. Goursat(1858-1936), 发音为“古萨”. 


图 54 
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引理设/在由正向生成的简单闭围道 C 和它所包围的点组成的闭区域中解析.对任 
意正数 e ， 域可以被有限多个正方形和残缺正方形覆盖，标记为）= 1，2,…，《，且使得每 
个正方形或残缺正方形中存在一点~满足 

其中 z 与\在同一正方形或残缺正方形内. 

我们假设引理的结论还未满足，那么就存在某一个正方形或残缺正方形，在那里不存在义 
使得式 （1) 对它中的其他 Z 点都成立.如果这个子域是个正方形，那么连接它的对边中点就得 
到四个小的正方形.若这个子域是个残缺正方形，那么对它所在的正方形同样可以分割，然后 
将不属亨 K 的点 去掉. 若在这小的子域中，不存在巧使得不等式 （1) 成立，我们用同样的方法 
得到更小的子域.当对每个子域按这个过程操作之后，就会发现，经过有限步，尺就可以被有_ 
限多个使 （1) 成立的正方形和残缺正方形覆盖，引理得证. 

为了验证这一点，假设在对原始的子域进行上面的有限次分割后仍有小子域，其中不存在所 
需的我们来导出矛盾.如果这个原始的子域是个正方形，用％ 表示； 如果它是个残缺正方 
形，用 < r » 表示它所在的正 方形. 在将 <7。分割后，其中必有某个小正方形包含 R 中的点，但不存 
在合适的点记之为 t 接着我们再分割奶，按同样的方式继续下去. i < THCfe = l ， 2,…)被分 
割岳，可能有多个小正方形可被选来继续 构造. 为做一种椅殊选择，我们总是选择最下最右的那个. 

用这种方法构造下去，我 f ] 就得到羊穷嵌套序列 

ffo ， ffl ， ff2 ，••• ，… (2) 

易见 (46 节练习 9) 存在 o * 的公 共点； E 。； 而且每个正方形都包含不同于％的属于 K 的点. 在嵌 
套序列中正方形的大小是在递减的，且对 任意心 邻域 I z — ％ I <5包含了那些对角线长度小 
于5的正方形.对所有邻域丨 z — z 。 丨 <5中都包含 J ? 中的点，所以 々是只 的聚点•由于 
i ? 是个闭集，所以 z 。 是 K 中的点（见10节） • 

/在尺中解析，特别地，/在 A 解析，从而/'(々）存在.根据导数的定义 （18 节），对任 
意 £ >0,存在使得丨 z-zo I <5, 时， 

|/^)r./<£°2-/( Zo )|< £ . 

但邻域 I z - Zo I <3 包含一个〜，其中 K 足够大使得正方形的对角线长小于 5( 图 55) .那么 
在 < r K 包含的子域中，々使得式 (1) 成立.这就与序列 （2) 的构造过程相违背，因此得到一个矛 
盾，引理得证. 

继续假设/在由正向生成的简单闭围道 C 和它所包围的点组成的闭区域只中解析，我们 
来证明柯西-古萨定理即 

\ c f^)dz = 0 . ( 3 ) 

给定任意正数 e ， 我们考虑如引理所述的尺的覆盖.我们在第正方形或残缺正方形上-义 
下面的 函数： 
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dj ( z ) = 4 z ~ Zj (4) 

U，z = z ) 

其中义是子域中使得式 （ l ) 成立 的点. 由不等式 a ), 

I djU) |<e ⑸ 

在定义色 U ) 的子域上成立.且在相应子域上连续因为 / U ) 在其上连续且 

= / izj ) — /( zj ) = 0. 

接着用 C,(j = l ， 2,…， n ) 表示上面所提到的覆盖 i ? 的正方形或残缺正方形的正向边界•由 
定义(4)，/在某一 C , 上的点 z 处的值 

f{z) =/(—)— Zjf’iz) + f f (zj)z+ (z — Zj)dj(z); 

这就是说 

Jc / (z)dz = [/(%)- 〜 /’( 々 )]dz + / z ^ z 


-I (z — Zj)dj(z)dz. 

Jc ； 


( 6 ) 


zdz = 0 


但函数 i 和 z 在平面上处处存在原函数，故 

]^ = 0 且 I , 

所以由等式 （6) 可导出 

f f{z)dz = f (z~ zP$j(z)dz (j = l ， 2 ， ". ， w). 

J C) JC j 

由于沿任意两个相邻子域的共同边界上，积分的值相互抵消（图56)，只有沿着 c 的部分 
积分得以保留，所以式 （7) 左边 的禎分 之和可以写成 

2 J c /( 之 ) 如 = \c^ Z ^ Z 


(7) 


J / (z)dz = J (z — Zj)dj(z)dz; 


那么由等式 （7)， 
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( 8 ) 


从而 

| J /(z)dz j ^ 2 11 (z — z^Sj (,z)dz I . 

下面我们应用 41 节性质 （1) 来找到上面的不等式 （8) 右边每一个绝对值的 上界. 为此，首 
先注意到 C , 总与一个正方形的边界部分或完全重合. 令〜 表示方形一边 的长. 由于在第 y 个 
积分中变量 z 和点~都在那个正方形中，故 

I Z—Zj 

由不等式 (5) 知，不等式 (8) 右边的每个被积函数都满足 

I Cz — Zj (z) . I < V25,£.. 

如果 C , 是正方形的边界，那么它的长度是 4 〜 ，这时 A , 表示正方形的面轵就得到 

|| c ( z - z y )^( z ) dz |<^ e 4 s y = 4 V 2 A , e . : (10) 

如果 C , 是残缺正方形的边它的长度不超过 4 \+ l /， 其中 L , AcftC ) 上的那部分的长 
度. 仍令次表示整个正方形的面积，我们得到 

j | {z — Zj )dj (z)dz j < V2Aje (4i y + Lj) <4 + V2SL J； e , (11) 

其中 S 为整个包含了 C 的正方形的一条边的长（图 56). 注意所有 A , 之和不超过 S 2 . 

如果用 L 表示 C 长度，用不等式(8)、 （10) 和 (11) 得到 

|| /(z)dz | < {^\l2S z +v^SL)e. 

由于 e 为任意正数，上面不等式右边可以任意小，而左边与£无关，所以左边值为雩.所以 
(3) 成立]这就完成了柯西-古萨定理的证明 • 

46单连通区域和多连通区埤 

单连通区域是指在其中的任意简单闭围道都只包含该区域的点的那种 区域. 一条简单闭围 


(9) 國 
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道包含的点组成的集合就是一个单连通区域.但在两个同心圆周之间的环形区域不是单连通 
的.不是单连通的区域叫做 多连通区域. ' 

柯西-古萨定理可以用下面的方式从单连通区域推广到多连通区域. 

定理1如果函数/在单连通区域 D 中解析，那么对 D 中的每条闭围道 C 都有 

[1491 \ c fU)Az = ° - Q) 

如果 C 是简单闭围道或自相交有限多次的闭围道，那么证明很 容易. 因为如果 C 是简单 
的且在 D 内，那么/在 C 内和 C 上的每点都解 析；. 由柯西-古萨定理式 （1) 成立.进而如果 C 
是闭的但自相交有限多次，那么它可以分成有限多条简单闭 围道. 例如图57中， C t (fe = l , 2, 
3, 4) 组成了 C . 由柯西-古萨定理沿每个 C * 积分值都为零，所以就得到 

J f ( z)dz = ^ J /( z)dz = 0. 



若闭围道自相交无穷多次时，那么证明就更加精细 0 .有时，在某些特殊情况下，例如在 
后面的练习5中，给出了定理仍然可以应用的一种 方法. 

推论1在一个单连通区域 D 上解析的函数/在 D 中处处都有原备数. 

推论直接可由定理1 得到. 因为在42节中我们知道在给定区域中如果连续函数/沿每条 
区域内的 闭围道 C 都有式 （1) 成立，那么/在此区域中存在原函数.注意由于平面是单连通 
的，所以 整函数总是存在原函数的. 

_ 柯西-古萨定理可以推广到沿多连通区域积分的情形.下面的定理就是这种推广 • 

定理 2 设 

( i)C 是一条沿逆时针方向的简单用围道； 

aoc * a = i , 2 , «)是包含在 c 内部沿顺时针方向的简单闭围道，它们互不相交且没 


有公共内点（图 58). 

如采函数/在这些围道上并且在那些由位于 C 以内、 C * 以外的点组成的多连通区城上解 
析，那么 

Q 对于一般可求长围道定理的证明，例如，可参看 Markushevich 的著作的第一卷的63〜65 M ， 书名 B 在附录 A 中 
列出. 
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|^/ ( z)dz + /( z)dz = 0. (2) 

注意到在式 （2) 中，每条积分路径的方向都是使得多连通区域的点在这条路径的左边. 



为证明这个定理，我们引人折线 L ， 它由有限条线段相连而成并连接了 C , 和 C . 同样我 
们引人连接 G 和（： 2 的折线这样继续下去，最后用 L „ +1 连接 C „ 和匕如图58中箭头所 
示，就得到了两条简单闭围道乃和乃，它们都是由折线 L * 或和 C * 的部分组成，方 
向总是使得它们包含的点在它们的左侧.对/在1\和尸 2 上，就可以用柯西-古萨定理，从而 
在这些围道上的积分之和为零.由于在 L * 上沿相反方向的积分抵消，所以只有沿 C 和 C * 的积 
分保留下来，我们就得到了 （2). 

下面的结果是定理2的一个很重要的结果. 

推论 2 令 C , 和(： 2 是沿逆时针方向的简单闭围道，其中(^在^内部（图 59). 如果/在 
由这些围道围成的闭区域上解析，那么 

f f ( z)dz = [ /( z ) dz . (3) [15 jJ 

Jc , J C 2 



为证明这一结论，我们由定理 2 得 

| /( z)dz + | c f ( z)dz = 0i 
我们看到这只不过是式 (3) 的变形而已. 

推论2就是著名的道 路变形 原理，由此可知如果 G 在/的解析点连续形变得到 C 2 , 那么 
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/在匕上的积分值不会改变. 

例当 C 是任意围绕原点沿逆时针方向的简单闭围道时，由推论2可得到 

「生= 2妖 
Jc z 


为得到此结果，我们只需构造一个以原点为圆心、沿正方向且半径足够小、整个在 C 内的圆 
C 。 （图 60). 由40节练习 10( a ), 




又因为 1/ z 在除 z = 0 外处处解析，就得到所需结论. 

注意 C 。 也可选择那种半径足够大使得 C 完全在它之内的圆. 

练习 

1. 应用柯西-古萨定理来说明 

| c /(z)d Z = 0，' 

其中 C 是方向任意的圆周丨 z | =1及 

( a )/( z ) ; ( b )/( z ) = ze z ; ( c )/( r ) = z 2 士 2泛+2 ; 

( d )/( z )= sechz ; ( e )/( z ) = tanz ； ( f )/( z ) = Log ( z +2). 

2 •设 C ! 表示正方向的圆周 I z I =4， C 2 表示边在 x =± l ，； y = 士 1( 图 61) 的正方形的正 
向边界. 

利用46节的推论2说明为什么 

[ f(z)dz = [ f(z)dz, 

J q Jc 2 

其中 

(a)/U)=^i» (b) f (z)= ^k ) 9 (C)/(Z)== T^- v * 
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3. 令 C。 表示正向圆周 U— 々 | =尺，那么由40节练习10可知 

r , . (0，当 w =土 1，土 2,…时 

k (z i)『 & = 1 2 灯，当《 = 0 时 

用这个结果和46节推论2来证明若 C 是矩形 0<x<3, 的沿正向的边界，那么 

0，n =± 1 ， 士 2,… 

2m,n = 0 

4. 用下面的方法来推导出积分公式 

j" e- : 2 cos2ferdj ： = 令 e -’ （6 > 0). 

(a) 证明 exp ( — z 2 ) 沿图62中矩形道路的上下两条水平边的积分之和可写成 
2| e~ xl dx — cos2tedx 

而沿左右两条竖边的积分之和可写为 

ie ~ a2 J 6 e~ i2ay dy - ie~ aZ JV' e i2ay dy . 

因而由柯西-古萨定理得 

JV: 2 cos26xdx = e - i2 dx + sin2a>>d^. 



152 
l 
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图 62 


國 
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(b) 利用 e 

L v ’ dj： = f 

及注意到 

| J e yZ sin2ayd^ | < j" 〆 d ： y ， 

在 （a) 中最后得到的等式两边令 a 趋于无穷即可得到所需等式. 
5. 据38节练习6沿函数 


> 3 如(士)，当0<工<1时， 

[0,当 x = 0时 


的图像从原点到 z = l 的道路 G 是一条光滑弧且与实轴相交无限多次 •令 C 2 表示从点 z=l 到 
原点的道路，令 C 3 表示从原点到^=1的不自相交的且与 C, 和 C 2 只有公共端点的任意光滑弧 
(图 63). 



用柯西-古萨定理证明如果函数/是整函数，那么 

[ f ( z)dz = [ f ( z)dz 且 f fiz)dz ―― f f ( z ) dz . 

J c, J c 3 J c 2 J c 3 

由此知即使闭围道 0=0+0 自相交无数多次，仍有 

| c /(z)dz = 0. 

6. 设 C 表示半圆盘 0<r<l，0<&7r 的正向边界， /(>) 为定义在半圆盘上的连续函数满 
足/(0)=0及 

f ( z ) =- Jre im { r > °* — " f " < <? < y )- 


© 通常计算这个积分的方法是将其平方写成 

2>d 处， 

然后做极坐标映射进行计算.细节可见 A. E. Taylor and W. R. Mann , Advanced Calculus, 3d ed. , pp. 


680-681, 1983. 
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通过分别计算 /( z ) 在组成 C 的半圆周及两条半径上的积分来证明 

- |^/( z)dz = 0. 、 

为什么在这里不能用柯西-古萨定理？ 

7. 证明如果 C 是一条正向的简单闭围道，那么由（:包围区域的面积可写成 

Mc ziz ' 

提示： 虽然 / U )=5 不解析，44节中的表达式 （4) 可在这里使用（见22节练习 1( a )). 

8. 区间套原理一个无穷闭区间序列按下面的方式来 得到： 区间:是 

的左一半或右一半，区间的其中一半，以此类推.证明存 
在点工。 属于所有的闭区间 a « b „. • 

提示： 注意到左端点可以表示成一个有界不减数列，因为所以当《 
趋于无穷时，它们有极限 A . 右端点组成的序列也有极限 B . 证明 A = B ，从而工 。 =A = B . 

9. 闭正方形套原理正方形 ff 。 ： a () < x <6。， 可以被平行于坐标轴的直线分成四 

个相等的正方形.按某种原则选择其中的一个小正方形作为 m : :同样 

步骤将 A 四等分，取其中之一做为依次进行下去（见45节）.证明存在点（: c 。， 加）属于所 
有的闭正方形 ( T 。， （71， CT 2，•••• 

提示： 对闭区间列和 C « d „ 应用练习8中的结果. 

47柯西积分公式 

下面给出一个非常基本的结果. 

定理 设/在一条沿正向的简单闭围道上及其内部处处 解析. 如果 Z 。 是 C 内的任意一点， 

那么 

/(zo) = 1 [ (i) 

2mJc z — z 0 

公式 （ l ) 叫做柯西积分 公式. 这个定理说明 h 果一个函数/在一条简单闭围道上及其内部 
解析，那么/在 C 内部的值完全由/在 c 上的值决定.将柯西积分公式写成 

f f^^ = 2mf(z 0 ), (2) 

Jc Z ~ z 0 

就可用它来计算一些沿简单闭围道的积分 • 

例 设 C 表示正向生成圆周 I z 丨 =2. 由于函数 / U ) = ^ r 在 C 上及内解析，点 z =_i 
在 C 内，由公式 (2) 知 

U— 焦 tW / 菩寄 一 ㈤= 晋 . 

开始证明时先设为正向生成圆周 I z — %丨=屮其中 <0 足够小使得 C / 完全在 C 内部 
(见图 64). - 


_ 
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图 64 

[1571 由于函数 — 在围道 c 和 q 上及包含在它们之间的区域上解析，根据道路变形 

原理 (46 节推论 2) 得 

f f(z)dz = f f (z)dz 
J C Z 一 2：。 J c p Z 一 Zo 

所以 

r /U)d£ - /(zo) f (3) 

J C 2： — 2：0 Jc P z — Z 0 Jc p Z — Zo 

但[见 40 节练习 10( a )] 

[ —= 27CI ； 

JCZ — Zo 


所以等式 (3) 变为 ’ 

f ^^-2«/( Z „)= f ’⑷—企。 4. 

J C Z — Zo J c p z — z 0 

由于 / U ) 在 Z 。 解析从而连续，所以对任意正数 e ， 存在正数5使得 
' 当 | Z 。丨 <5时，有 I / U ) —/(%> 丨<£. 

取圆周 C p 的半径 P 小于上述 d ， 那么 Z 在圆周 C p 上时就使得 （5) 式 成立； 再由41节不等式 
⑴知 


(4) 


(5) 




由式（4)，有 


| J /(fdz _ 2 n if(z 0 ') j <C 2 tt£. 

由于不等式的左边非负且小于任意给定正数,^所以值 为零. 于是 （2) 成立，定理得证. 

48解析函数的导数 

[158] 由柯西积分公式 （47 节）可以推出如果函数/在一点解析，那么它在这点的各阶导数都存 

在且导函数在这点都解析.为了证明这个结论，我们先来证明一个引理，此引理将柯西积分公 
式推广到函数的一阶和二阶导数的情形. 

引理设/在一条简单闭围道 C 上及其内部处处解析，•其中 C 取正 定向. 如果 z 是 C 内 
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的任意一点，那么 

不严格地说，表达式 a) 可以通过在柯西积分公式 

中形式地在积分号下对 z 求导而得到. 

为证 （ 1 ) 式，我们用 d 表示从 2 到 C 上点的最小 距离. 利用公式（ 2 )，当 0 <|/^|< d( 见 
图 65 ) 时，有 


(1) 


( 2 ) 


f(z + Az )~ f < iz )_ 1 f ( 
△Z 27UZJ c V 


27CZ. 


Ic ( 7 ^ 


s — z —匕 z s 

fis)ds 


5)， 


那么明 显地， 


/( z + Az ) — /( z ) 
hx 


2 tc Jc 


2： — Az) (s — z ) 

Azf ( s^ds 


f(s)d$ = j_r _ 

(5 — z) 1 2niJ c (s ~ z — 


A^)(5-Z) 2 



( 3 ) 


國 


接着，设 M 为 I /(s) I 在 C 上的最大值，由于 I s—'z I 及 I Az I < d ， 

I 5 — 2: — Az 1 = 1 (s — z ) — Az I ^ II 5 — 2: 1 — 1 厶 2： II ^ d —\, Az I > 0 . 

因此 

I f _ △g/(s)ds I ^ I A2： I M x 

I Jc ( s — z — Az ) (s — z) z |\ W—I △之 I )d 2 ’ 

其中 L 为 C 的 长度. 令 lAz .l 趋于零，我们从这个不等式得 ( 3 ) 的右边也趋 于零. 结果 

f ( s } ds _ _ n . . 


gz^-Az^- fCz) 1 r f(s 

2 -kuc (5 — 


(5- Z ) 2 ^ 

那么 '所 希望的 /'u) 的表达式得证. 

用同样的方法可证得引理中 /(Z) 的表达式.在练习 9 中列出了纲要，细节留给读者. 
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定理1如果函数在一点解析，那么它在这点的所有阶导数都存在，并且这呰导函数也在 
这点解析. 

为了证'明这个重要的定理，我们假设/在一点 z 。 解析.那么存在的邻域丨 Z — | <e 
使得/ •在其中解析(见23节).所以存在圆心在 a 、半径为 e /2 的正向圆周 C 。， /在 C 。 上及其 
内部解析（图 66). 



根据上面引理 - 

f(z) = 

mic 0 Cs — zr 

_ 在 c 。 内任意点=。都成立，这就意味着/在点 h 解析. 对解析函数 /' 用同样的过程可知 /' 也 
解析，如此进行 下去. 定理1 得证. 

由此定理可以得到当函数 

fiz) = u(jo,y) + iv(x f y) 

在一点 z = u ， 解析时， /' 的可微性保证了/的连 续性. 那么由于 

f (z) = u x + iv x ^ Vy — iu y f 

我们得 M 和 w 的一阶偏导在那点连续.进而对二阶导数，可根据 /' 在 z 解析连续且 
f ( z ) = + iv „ = TV — iu^. 

如此下去我们就得到如 25 节所期望的一条推论. 

推论如果函数 /( z ) = m (; c ，.; y ) + iT /( x ， ： y ) 在一点2=(工，： v ) 有定义且解析，那么《和 w 
在这点就存在各阶连续偏导数. 

利用数学归纳法可将公式 (1) 推广为 

(一， 2 ，.“). ⑷ 

验证的过程比和 ”=2稍微麻烦些，有兴趣的读者可査阅其他材料 e . 

注意我们假定 

/ 0) ( z ) = f(z) 且0! = 1, 


0 如，可参看 Markushevich 的著作的第一卷，书名己在附录 A 中列出. 
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这时表达式 (4) 当 n = 0 时仍成立，即柯西积分公式 (2). 
将 （4) 写成 


f(,z)dz _ 
( z - Zc )^ 1 — 


-/ <n, c z „) 


0,1,2,…）, 


那么在计算一些积分时非常有用.当 n = 0 时在47节中已经说明过了 • 


例 


如果 C 是正向单位圆周 | 2^1 =1及 

f(z) = exp(2z ) ， 


那么 


例 2 


「 exp(2^)d2 ： _ f f(z)dz _ 2兀/ ，, n 、 — 8丌/ 

Jc = Jc u-o ) 3+1 — Ji f 

L 


设 ☆是正 向简单闭围道 c 内任意一点.当 /( z ) = l 时，表达式 （5) 表明 

dz _。， 


及 


L 


，2， …）. 


國 


(比较40节练习 10). 

我们用莫勒拉的一个定理结束这节 • 这儿的证明依赖于定理1所述的事实即解析函数的导 
函数仍解析. 

定理 2 设/在区域 D 上连续.如果对 D 内的每条闭围道 C 都有 


J / 


(z)dz = 0, 


那么 / 在 D 内解析 . 

特别地，当 D 为单连 通时，我们就得到46节定理1的逆 • 

为证明此定理，我们注意到前提成立时，42节的定理保证了 /在 D 存在原 函数； 即存在 
解析函数 F 使得 F '( z )=/( z ) 在 D 内的任意点都 成立. 由于/是 F 的导函数，那么从定理1 
即可得/在 D 内 解析. 


练习 

1. 设 C 表示边在工=士2及>=±2上的正方形的正向 边界. 计算下列 积分： 

( O (b) L,-(f¥8) dz! “ 丄 ^!; (d)j c ^a,, _ 

(e) \ tanU /2) dz( _ 2 < Jo < 2 ). 

Jr (z — Xo) . 

答案： (a)2n; (b)7ti/4 ; (c) — h/2; (d)0? (e)insec 2 U 0 /2). 

2. 求下面〆 z) 沿正向圆周 I z—t' I =2 的积分的值 
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( a )g ⑴ (b)g(z)= ( ^-| - 2 -. 

答案： (a)7t/2 ； (b)K/16. 

3. 令 C 是正向圆周丨 Z I =3 . 证明如果 

g(w) = [ ~- —Az (| w | 尹 3 ) ， 

J C Z — W 


那么 g(2)=8nL 当 | w | >3 时， 尽 (w) 值为多少？ 

4. 设 C 为 z 平面上的任意正向简单闭围道.记 


giw ) 


= \c 


z 3 +2z 

(Z — zv) 


jdz. 


证明当 w 在 C 内时， g(w) = 6Kizv; 而 TXf 在 C 外时， g(w)=0, 

5. 证明如果 / 在简单闭围道 C 内及其上解析， ☆ 不在 C 上，那么 


r = r 

J C 2 — 2：0 j C 


/ (z)dz 
Cz — 2 ： 0 ) 2 * 


6. 设 / 表示一个在简单闭围道 C 上连续的函数 • 仿照 48 节的过程证明 

在 C 内每点都解析且有 、 

" 、 1 「 f(s)ds 

g(z) = 2^iicI^V 

7. 设 C 表示单位圆周 ==〆 （一 7T<^^7r). 首先证明对任意实数 a ， 



在将这个积分用 0 表示出来得到积分公式 

J e amsd cos(asind)dd = n. 

8. U) 利用第 3 节中的二项式公式证明对任何”，函数 

p„(z) = ^72" £^ (z2 ~ 1)n (« = 0 ， 1 ， 2 ，.“） 


是 n 阶多项式 \ 

(b) 设 C 表示围绕给定点 z 的任意正向简单闭围道 . 利用 48 节关于解析函数第”阶导数的 
积分表达式 (4) 证明 （ a ) 中的多项式可表示成 

P ” (Z) = 2^1c (s- 7 ^ 65 (W = 0，1，2， "°- 

(c) 指出当 Z =1 时， （ b)*P„U) 的表示式中的被积函数怎样写成 G+DVG — 1 ). 利用柯 


© 当2=^:时，这姿就是37节练习7出现的勒让德多項式. 
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西积分公式证明 
同理证明 


P „( l ) = 


P „ (— 1) = (— 1)" (n = 0，1，’2,…）. 

9. 按下列步骤证明48节中引理的表达式 

/ '⑸ =丄(■卢今. 

7UJ C (5 — Z) 

( a ) 利用引理中 / U ) 的表达式来证明 

/(z + Az ) - /( z ) If f ( s)ds _ 1 f 3(5- z ) Az ~2( Az ) 2 , 

Az TtiJ c (s — z ) 3 2 mJ c (s — jz — Az ) 2 (5 — z ) 3 5 5 ' 


( b ) 令 D 和 c / 分别表示从 z 点到 C 的最大和最小距离.令 M 表示 I /( s ) I 在 C 上的最大 
值， L 表示 C 的长 度. 用三角不等式及引理中 / U ) 的导数表达式，证明0< | Az I 时， 
( a ) 中右边积分值有上界为 


(3 D | A Z |+2 1 Az \ z ) M t 
id~\ Az \) 2 d 3 ' 

( c ) 利用 （ a ) 和 （ b ) 中的结果来得到 /'( Z ) 的表达式. 


49刘维尔定理与代数基本定理 

这节主要的目的是给出由48节的柯西积分公式推导出的两个很重要的定理. 

引理设函数/在一以 々为 圆心，半径为 i ? 的正向圓周 C〆 图 67) 上及其内 解析. 如果 
M R 表示 丨 /( z ) | 在 C R 上的最大值，那么 

| 广(« = 1，2, …）. (1) 



不等式 （1) 叫做柯西不等式， 这可直接由下式 推得： 

我们只要利用41节关于围道积分值的模的上界估计的不等式 C 1) 就可见 


國 



124 


第 4 章 


I |<|1 U = 1 , 2 ,-), 

其中％如引理中所设.这显然就是引理的结论. 

这个引理可用来证明在复平面上不存在非常数值的有界整函数，这也就是我们的第一个定 
理即刘维尔 定理： 

_ 定理1如果函数/是整函数且在复平面上有界，那么/是常值函数. 

我们设/满足定理的条件，那么由于/是整函数，所以对《=1,柯西不等式 （1) 对任意的 
z 0 及 R 都成立 

I /( zo ) |<^. ⑵ 

进而，定理中函数的有界性条件说明存在非负常数 M 使得对所有的 Z 都有 I /( 2 ) I < M ; 因 
为木等式 (2) 中的常数地总是不大于 M ， 所以 

I /’ ( 2。 ) | < 夢， ’ （ 3 ) 

其中 A 是复平面上的任意给定的点，尺可任意大 •（3) 中的数 M 与1?的取值无关，故由此得 
/( 2 o )=0. 由于 2 。是复平面上的任意一点，所以 / U 。） 在平面上处处成立.那么由23节的 
定理得/是常值函数. 

下面的定理即著名的代 数基本 定理，可由刘维尔定理直接得到. 

定理2任意阶多项式 

P(z) = a。 + a】z + a 2 ：? 2 + …+ a n z" (a„ 古 0) 

至少有一个零点， 即 至少存在一点 z 。 使得 P ( A )=0. 

这里用反证法.假设 P ( z ) 对任何 z 都不为零.那么 

/U) = pfe 

很明显是整函数，并且在复平面有界. 

为证明其有界，我们先记 

-5 + ^ + ^ + ⑷ 

那么 P ( z ) = ( a >1 + w )/. 接着观察到可以找到充分大的数尺使得 (4) 中的每一项当丨时都小 
于 u | /(2«).由”项的广义三角多项式得当 I H 时， I | <丨4 I /2 .所以当 U 丨> 

i ? 时， 

| a„ + w |> || a„ |-| w || > 

这就让我们得到 

当 | 时，有 I P ( z ) | = | a , + w IU " 1 > I 2 I " > (5) 

那么 
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引小赠， ⑽ j = Trfen <^ r ^ 

因此/在圆盘 I % I 外 有界. /在闭圆盘上连续：所以/在其上 有界. 因此/在整个平面上 
有界. 

现在根据刘维尔定理 /( Z ) 是常数，所以 P ( z ) 为 常数. 这就得到了矛盾 e . 

根据基本定理可知》<»1)阶多项式 PU ) 可以表示为 

P(z) = c(z— Zi ) (z — Z 2 )**"(z -' > (6) 

其中 c 与 z *a = l ， 2,…， 《) 都是复 常数. 详细地说，定理保证了 有零点那么由50 
节练习10得， ' 

P(z) = (z-zJQ.Cz), 

其中 Gk) 是 《—1 阶多项式•对 GG) 做同样的讨论知存在数使得 

P(z) = (z — Zi)(z ~ Z 2 )Q 2 (z) t 

其中 <3 2 (2)是《—2阶多 项式. 如此进行下去就可得到表达式 （6). (6) 中的零点4当然有可能 
重复 出现. 但很显然 PO ) 至多有”个不同零点 • 


50最大模原理 

在这节中，我们来推导一个关于解析函数模的最大值的重要结果.先给出一个引理. 

引理设/在 I z-zo I <e 内解析且满足 I f ( z ) | < i /u) | ， 殫么 /( z ) 在这个邻域中 
为常数 / U 。）. 

为证明之，我们假设/满足已知条件，令 a 为所给定邻域中任意异于％的点.设表示 
点 Z 。 与 Zl 间的距离•若用记以 A 为圆心且经过点 A 的正向圆周 I ^-^0 I = 〆 图68)， 


图 68 


由柯西积分公式可得 

又因 Q 的参数表示为 


/( 之 0) 


1 [ f(z)dz 
2mJ c p z — z 0 ， 


z = z 0 f^ t& (0 < ^ < 2 tc ) ， 


( 1 ) 


0 关于基本定理的一个用到柯西一古萨定理的有趣的证明可査阅 R . P . 阶沾，打.， Amer. Math . Monthly , Vol. 
71, No. 2, p. 180, 1964. 1 


國 
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故 （1) 可以写成 


f(zo) = —J":V(z 。 +pe' e )d6. 


( 2 ) 


从 (2) 式可见当函数在一个给定圆周上及其内解析时，它在圆心的值是它在圆周上的值的 
算术平均值. 这 叫做高 斯均值定理. 

从 (2) 式可得 

I /( Zo ) 1.< I fiz 0 + pe ' e )\ de . (3) 

另一方面，由于 

I fUo + pe w ) |<| f ( z 0 ) \ (0<0<2兀）， （4) 

我们得到 

I fUo +^ ,s ) I 册 < C I /(«„) I = 2tt I f(zo) |. 

因此 

I f ( z 0 ) \>^\l I f^0 + pe ie ) I dd . (5) 

明显由不等式 (3) 和 （5) 可知 

I /(z。） |= 丨 fiza. + pe 16 ) I d(9. 


或 

|；[l f ( z 0 ) |-1 /( zo + pe ^) |] d 0= O . 

最后一个积分中的被积函数是 9 的连续 函数； 且由条件 (4) 在整个区间上都非负.由 
于积分值为零，故被积函数恒为零•就是 

| fCz ,+ pe ie ) | = | /( zo ) I (0<0<2兀). ⑹ 

这表明 I /( Z ) I = I /( Zo ) I 对圆周 I Z -2 o I =(0上的所有 Z 都成立. 

最后由于4是空心邻域0< | Z -2„ I < e 内任意一点，可见对任意0<(0<£，圆周 I ^-^0 I 
=( 0 上的点 z 都满足 | /U) | = | /( z 。） I .所以 | f(z) I = | /( Z 。） 丨在 I Z-Z 0 I <£内处处 
成立.根据24节练习 7( b ) 知当解析函数在区域中模为常数时，函数也为常数.因此 /“）== 
/ U 。） 在这个邻域中都成立，引理得证. 

利用这个引理就可以证明下面的 最大模 原理. 

定理如果函数/在给定区域上解析且不为常数，那么丨 / O ) 丨在 D 内取不到最大值， 
即不存在 D 内的点 Q 使得丨 / U ) 1 <丨 / U 。） 丨对 D 内所有点 z 都成立. 

给定/在 D 内解析 ，我 们假设 I /(d I 在 D 内一点 Z 。 处取得最大值然后证明 /( z ) 在 D 
内为常数. 

这里所用的方式与26节中证明引理时是类似的.我们取£>内的折线 L 来连接2与 D 内任 



意点 P . 用 d 表示 L 到 D 的边界的最小 距离. 当 D 是整个平面时， d 可取任意正数.接着我 
们在 L 上取有限个点 


Zo »2l ,Z 2 ， … ’Zh ， Z„ 

使得 A 与点 P 重合且 .. 

I z k — z*_i I <； d ik = \ ,2 ,••• ,n). 

设为以 u 为中心，半径为 d 的圆邻域，那么就得到一些圆域（图 69) 

n 0 , n 1 , n 2 ,-, n ^ 1 , n „, 

这些圆域都包含在 D 内且2，…， W ) 的圆心在 N *-,. 



图 69 ; 

由于假设 /U) 在 D 的&达到最大值，所以那也是在 JV。 的最大值点. ； 那么 /U) 在/V。上 
为常数/(%).特别地， /( Zl )=/(z„). 这意味着在 M 内处处有丨 /(£) I < I /(z.) I ;再次 
应用引理可得当 z 为 iV, 内点时 . 

fix ') = /(zi) = f ( z 0 ). 

因为々在 JVi 内，那么 /(z 2 )=/(z。）. 于是当：在队时就有 | /(z) 1 < I /(Z 2 ) 丨； 再次应 
用引理得当之属于 JV 2 时， 

/(Z) = f ( z 2 ) = /(z 0 ). 

如此继续下去我们就得到在 iv„ 内有 /U„)=/( Z 。）. 

注意到我们假设 A = p 为 D 内任意不为 Q 的点，所以我们得到在 D 内处处有 /U) = 
/U。）. 定理得证. , 

如果函数/在一个有界闭区域 R 内解析且在 上连 续，那么I / ( 幻丨在及占可溆到最大 
值 (17 节). 即存在一个非负常势 [ M，, 使得対 K 中所宥点 z 都有 | f ( z ) I <M, 痒等号能在只 
上至少一点处 成立. 如果/是常值函数，那么在1?内所有点都有丨/(^) I =M. 如桌 ,/U) 不 
是常数，那么根据最大模原理， 在尺 的内点 z 处有 | /U) I关 M. 我们就得到了最木模原理的 
一个重要推论. 

.推论设/在一个有界闭区域尺上连续且在 R 内部解析不为常数，那么 .I / U ) I 总会表 
R 的边界某点处达到最大值. 

例 令 i ? 表示矩形区域 0 < x < 7t ，. 0<： y < l . 由上面推论整函数 /( z )== sinz 的模在 J ? 的最 
大值在边界某处可达到.这可以直接通过计銲来验证 ( 见 33 节 〉 

| f ( z ) [ = & in 2 x + sinh 2 y : , 
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注意 sin 2 x 当 : r = jr /2 时最大而 sinh 2 y 当: y = l 时最大.所以| f ( z ) \ 在尺的 最大值在边界点 z = 
( tt /2, 1) 处取得，在 R 中无其他点取此值（图 70). 



图 70 


当推论中的函数/写成 /<>) = « (: c ， y ) + ivU , y ), 函数: y ) 在 i ? 上调和 （见25节） 
有最大值并且最犬值点只可能在尺的边 界上. 这是由于复合函数兒 （ dsexpC / U )] 在尺上连 
续且在其内部不为常数.所以丨 g ( z ) I = exp [«( x , : y )] 在上连续且在边界上取得最大值 • 
根据指数函数的单调性就可得 W 在边界上取得最大值 • 

| /( Z ) 丨和 uix , y ) 的最小值的性质将在练习中 给出. 

练习 

1. 设/是整函数且对所有的 Z 满足 I /(幻 j <A u | ，其中 A 是个给定的正 常数. 

证明 /( Z )= a lZ ， 其中〜为复常数. 

提示： 利用柯西不等式 （49 节）可证 / U ) 在平面上处处为零.注意柯西不等式中的常数 
_ M r 不大于 | z 。 | + R ). 

2. 设 / U ) 是整函数且调和函数 mU ， ： y ) = Re[/U)] 有上界 “。， 即在平面的所有点 
(: r ， y ) 处都满足《(工， y )<“ o . 证明 “ U ， >0在平面上为常数. 

提示: 对函数 g ( z ) = exp [/( z )] 应用刘维尔定理 (49 节）. 

3. 证明当 i ? 充分大时，49节定理2中的多项式 PU ) 满足不等式 

I P ( z ) |< 2 | a „ || z |", \ z \^ R . 

[与49节不等式 (5) 的第一个比较 •] 

提示： 注意到存在正数尺使得当丨 z I 时，49节的 （4) 式的每个商都小于 I 丨/«_ 

4 . 设函数/在有界闭区域 K 上连续，且设它在 i ? 内解析不为常数.若/在 K 处处不为 
零，证明/在 J ? 内存在最小值并且最小值点必在只的边界取得.对函数 S = l // 应用最大模原 
理 (50 节）就可得到这一结论. 

5. 用函数/(幻= 2来说明练习4中 /( z ) 在 R 中处处不为零这个条件是必 要的. 也就是 
说，证明函数 I /丨能在内点处达到最小值 0. 

6. 考虑函数 /( z ) = ( z + l ) 2 及顶点在 z =0, 2=2, z = i 的三角形 闭区域兄找到 I /(z) I 

在内的最大值点和最小值点，这表明了 50节和练习4的结果• / 

提示.•将 I /(^) I 看作是点 z 和一 1之间距离的平方. 

7 . 设 / U ) = M Cr ， y )+ ivU , : y ) 在有界闭区域1?上连续且在其内解析不为常数. 

证明 u ( x , : y ) 在且只在 i ? 的边界处取得最小值(见练习 4 ). 
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8. 设/为函数 /(z ) = K ， R 为矩形区域0<工<1，找出 u(x，j) = Re[/U)] 在 
R 内的最大值点和最小值点来说明50节及练习7的结果 • 

9. 设 /( z ) = u(x，W + ttKx，>) 在有界闭区域 i? 上连续且在其内解析不为常数. - 

证明 vU， ： y) 在且只在 i? 的边界处取得最大值及最小值. 

提示：对函数 gU) = —i/O) 应用50节和练习7中的结果. 

10. 设 z 。 是 n («> l ) 阶多项式尸(2)=如+4 2 +心/+… + a„f U „#0) 的零点 • 按下面的_ 

方法证明 

P(z) = iz — Zo )Q(z) , 

其中 Q(£) 是”一 1阶多项式. 

(a) 验证 

Z k — z 0 k = (z — Z 0 ) (Z 4-1 + z 4-2 Z 0 + … + ZZ^T 2 + Zo _l ) (是 = 2,3,…） • 

( b ) 利用 （a) 中的分解来证明 

P(z) — P(z 0 ) = iz — Zo)Q{z ), 

其中 QU) 是 n—1 阶多项式，由此可证得所需结果 • 


[ml 






第 5 章级 数 

本章主要介绍解析函数的级数表示.我们给出一些定理保证级数表示的存在，然后介绍展 
开级数的技巧. 

51收敛序列 

称一列无穷复数序列 

之 1，之2，•••，之 n ，••• (1) 

有极限^如果对任意正数£，存在正整数 n 。， 满足 

I ;—之1<£，其中 w>n。. （2) 

其几何意义是，对充分大的 n ， 点心 存在于 z 的任意 e 邻域（图 71). 由于我们可以选择任意小 
的£，则可以说随 n 的增长 &无限 接近于=，通常要求的 n 。 依赖于 e 的值. 

序列 （1) 至多可能有一个极限.也就是说，如果极限存在，则它就是唯一的（第52节练习 
5). 当该极限存在时，则称序列收敛于^我们记为 

lim2： n = z. (3) 

如果没有极限，则称它发散. 





O] 

图 71 


定理设 z „= x „+ i ; y „( n = l ， 2，…）和 z =: c + i ; y ， 则 

limz „ = z ⑷ 

当且仅当 

lima ：” = x 和 lim^n = y . ⑸ 

为证明该定理，我们首先假定条件 (5) 成立，然后由它得到条件（4>.根据条件（5)，对于 
任意正数 e ， 存在正整数叱和叱，满足 


[1751 


和 


I x „— x •，其中 n ~> ni 
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\ y,~ y 丨<.音，其中 w > n 2 . 

因而，如果 WozmaxU !， 《 2 }，则 

| x n —x I < -| -和 I % — ：y 1< 音，其中《 > «。. 

既然 

I (x„ 4 - iy„) — (.x + iy) 丨 = | (x„ — x) + iiy„ — y) I < I —x | + 丨 ： y„ —: y | ， 

那么 


I Z n — Z |<音 + |= £，其中??>”。. 

_ 故条件 (4) 成立. 

相反地，如果从条件 (4) 开始，我们知道对于任意正数 e ， 存在一个正整数《。，满足 
I ( x „ + i > i „) — (x + iy ) 丨 < e ， 其中 n > n 。. 

但 

I 工 .„ — 文 1 < 丨（工 „ — 工 )+ i(y„ ~y) 1 = 1 ( 工 „ + iy„) — U + iy) I 

和 

I % — ：y l<i ( 工，一工 ） + i(y„ —yy 1 = 1 ( 工 》 + iyO — (x + 紗〉 I; 

这意 味着： 

I x „— x |<£和 I y „— y 丨<$，其中《>” 0 . 

即满足条件 (5). 

根据定理，下面无论右边两个极限存在还是左边极限存在，我们可以记 
lim ( x „ + ty „) = limx „ + i 


例序列 


收敛于 i . 因为 


若记 


z „ = -^ + i in ― 1，2,…） 
lim (~4* + iW lim \ + i liml = 0 + j 

B-*oo V It / tf^oo fl n~*oo 

U »— i 丨= 4， 


我们也可以应用 （2) 得到该结论.更精确地说，对于任意正数 e 

_ U„-*• l< e ’ 其中” >会. 
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52收敛级数 

一列无穷复 数级数 


( 1 ) 


( 2 ) 

收敛于 S ; 那么我们记 

71= 1 

既然序列至多有一个极限，则级数也至多有一个和，当级数不收敛时，我们称它为发散的. 

定理设 z „=: c „ + ^( n = l ， 2，•••）和5 =叉+以，则 

X ) 2 " = 5 (3) 

n=l 

当且仅当 

2工》= X 和 2 = Y - ⑷ 

当然定理告诉我们 . 

成立，只要左边的级数收敛或右^的两个级数收茲: " 1 

为了证明该定理，我们记部分和 （2) 如下 

S N = X N + iY N , (5) 

此时 

N N 

~ 2 Xn 和 Yn = yn - 

n=I n=l 

结论 （3) 为正确的当且仅当 

limS N = S ; (6) 

又根据条件 （5) 和第 51 节中的数列定理知，极限 （6) 存在当且仅当 

limXjy = X 和 limy N = Y . (7) 

N-^co 

因而根据 （7) 可推出结论（3)，反过来同样也 成立. 由于； U 和为级数 (4) 的部分和，则定理 
得到 if 明. 

通过计筹知道实收敛级数的第 n 项在 n 趋于 oo 时趋于 0. 我们从本章和前一章的定理立刻 
可以得出，对于复收敛级数该结论也是成 立的. 即级数 (1) 收敛的必要条件为 


= zi 4- *2 H - + z„ A - 

n=l 

收敛于和 S ， 如果序列 部分和 

N 

S N = ^z n = Zi + z 2 -+ z N (iV = 1 ， 2 ， …） 

n = l 


國 



因而，复收敛级数的各项是有界的.特别地，存在一个正数 iVf ， 对于任意正整数 n , 满足 I 丨 
(参 考练习 9). 

下面为复级数的另一个重要性质，我们设级数 （1) 为 绝对收 敛的，即当4=4 + 6, 
时，级数 - 

2 | I = S v^r+^r 

收敛.由于 

I x „ +yl 和 丨: y » + yl ， 

从计算对比可以知道，两个级数 

E u „ | n E 13 > n I 

—定 收敛. 从而，由于实级数绝对收敛，可以推出级数本身的收敛，得出级数（ 4 )收敛于实数 
x 和 y . 那么根据本章定理级数 （1) 收敛. 因此， 复级数的绝对收敛可以推出该级数收敛. 

在确立级数和为一给定数 s 的事实时，经常定义第 n 项后的余项~为 

PN - S - S N . (9) 

则 5 =心+心；又由于丨 S N -S | = |卟 一 0丨，我们知道 级数收敛于数 5， 当且仅当余项序列 
趋于零. 我们将在处理幂 级数时 考虑使用这个结论，幂级数为却下形式 

— z^V = a 0 + ai (2: — z 0 ) + a 2 (z ~ z 0 ) z ~\ - +a„(z— z 0 ) n H ， . 

此处 z 。 和系数 1 为复数， $ 为包含 u 的给定区域中任 意点. 在该级数中，变量为 h 我们将 
分别以 s ( z )、 s N ( z ) 和~(2)表示级数和、级数部分和及级数的 余部 . r 
例应用余项容易证明 

，其中 \ z \< l . (10) 

根据恒等式（练习10,第7节） 

i + z+z 2 h — h z" = 1 r — u#i) 

丄 ——z 

部分和为 

N-1 

S w ( z ) = = 1 + z + z: 2 + “. + 2 ： ~ 一 1 (z 9^ 1) 


现改写为 


l — z N 
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S ( z ) 


那么 


p N ( z ) = S ( z ) — S N ( z ) = ^ z _ (2 ^ 1). 

则 

I PnU) |= | 1 二 : 丨 ， 

显然，由该式知余项 p N (Z) 在 丨 Z | <1时趋于零，但在 I Z 丨>1时不成立.因而求和公式 
(10) 得证. 


练习 


1. 用两种方法证明序列 

■ =— 2 + f ( n = 1,2,***) 

收敛于 — 2 . 

2. 设〜表 示练习1中复数的模，0„为复数^的幅角的主值， 证明： 序列 r „( n = l ， 2, 
…） 收敛，但序列 0 „(n = l ， 2， …） 不收敛. 

3. 证明： 如果 = 那么 | A 丨 = I z I • 

4. 在第52节练习推导的求和公式中记 z = r〆 ， 其中 0< r < l . 则应用第52节的定理证 


明 


r n cosw ^ = - 

n=l 1 


rcosd — r 2 
— 2 rcos 9+ r 2 


和 


X)r n sin^ = 


rsin 沒 

—— 2 rcos 9~\~ r 2 


此处 0< r < l ( 附注： 公式在 r=0 时也是合理的). 

5. 根据实数序列的相应结果 证明： 收敛复数序列的极限是唯一的. 

6. '证 明： 如果 f >„ = S ， 那么 f ] K = S . 

n=l n=l 

7. 设 c 表示任意复数， 证明： 如果= S ， 那么= cS • 

8. 根据实数级数的对应的结果和第52节中的定理， 证明： 

如果= S 和|>„ = 7%那么 叫 ） =S + 7\ 

9. 设数列 z „(«= l , 2,…）收敛于 z ， 证明： 存在一个正数 M ， 对于任意正整数《，满足 
不等式 IA | < M ， 用下面提示的方法分别证明 


_ 



( a ) 存在一个正整数％，当 n > n 。 时，满足 

I z n 1 = 1 Z + (z, — 2 ) J <| Z | + 1 
(«记 Z „= x „ + i %， 注意以下实数列 定理： 

实数列 X „ 和3^(«=1，2, …） 的收敛推出对于正数机和鸠，有 U „ I < Mi 和丨％ I < 

M,(w = l , 2, •••). 

53泰勒级数 

现在我们开始介绍泰勒定理，它是本章最重要的结果之一. 

定理设函数/在以 a 为心，半径为 R 。 的圆丨 z — z 。 | < J ?。 上处处解析（图72)，那么 
/( z ) 有幂级数，表示为 

( 1 ) 


( 2 ) 


Zo 


、、一 〆 ^ 

图 72 

这是 / U ) 在点 A 处的泰 勒级数 展式.它是积分中熟知的泰勒级数应用到单复变函数时 
的形式.若令 

/。)0。) = /(之。）和 0!=1， 

级数 （1) 就可以为 * 

y( z) = /(2。）+ =£^|^(2 — — 2。） 2 +… (I Z-Zo \<Ro). (3) 

任何 在点知 解析的函数必定关于 A 有泰勒级数.因为，如果/在点 z 。解析，则它在该点 
的某个领域 I I < e 内解析（第23 节）； 在泰勒定理的叙述中， e 可能被当作只。的值•另 

外，如果 f 为整函数， R 。 为任意大的数，丨 I <°°，则在有限平面的每一点级数收敛于 
/(z). 

首先我们证明在々=0时定理成立.此时，级数 (1) 映射为 


此处 


f(z) = ^a„(z — 2 0 )° (丨 Z — z 0 I < 1?0 ) > 

n=0 

— f " Hz 0 ) 


n \ 


in = 0，1，2,…）. 


即当 z 位于上述 开趵盘 内时，级数 （1) 收敛于 /( z ). 
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fU ) = j ] (I 2o l<-Ro) (4) 

这被称为麦 克劳林级数. 当％为任意复数时，根据上述方法证明也可立即得到. 

为了推导表示式(4)，我们记 I z | = r , C 0 表示任何正向环丨 z | = r Q ， 其中 r < r „< CR 。 （参 
考图 73). 由于/在 C 。 内及其上面解析， 2 。为 C 。 的内部点，应用柯西积分公式有 



图73 


现在积分因子1/0 — z ) 能分解成如下形式 



1 1 1 

(6) 


S — Z S 1 一 (z/s)’ 

则从第 52 节的例子知道 

1 V zN 

= 1j z + 

⑺國 

其中 Z 为单位圆外任意复数. 

在等式 （7) 以代替 z ， 那么我们能够重新写等式 (6) 如下 



5- ㈣ ，(…)严 

(8) 


以 / G ) 乘以该等式，然后在等式两边沿着 C 。 关于 s 积分.则我们知道 


根据表达式 （5) 和第48节的如下结论 

齓臀= 7 (一， 1 ， 2 , …)， 

在我们乘以1八 27 ti ) 后，则得到 

f(z) = 2 ^—^-z^+pAz), ⑼ 

n=0 n • 


此处 
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,、_ z N f fCs 

pN(z) = Z^ilc 0 (i=z)s^ 


f ( s)ds 


如果表达式 (4) 成立，则必须有 


(10) 


lin^ ( 之 ） = 0. (11) 

N—OO* 

为证明该结论，我们令1^1 = r ， C 。 的半径为 r 。， 其中 rQ > r , 那么，如果 s 为 C 。 上面的点， 
则我们可以得到 


I S — z \^\ \ s I — I 2 ： | | = r 0 ~ r . 
因此，如果 M 表示 / G ) 在 C 。 的最大值，且 


jON ( 之 ） I 


匕. M 

2 k (r 0 — r)ro 


2 nr 0 


Mr , 


ArS- 


则只要 ( r / r e )< l , 极限 （11) 显然成立. 

为了证明定理对于以任意点 z „ 为中心、 i ?» 为半径的圆盘成立，我们假设/在丨 I 
< R 0 内解析，则复合函数 /(z + z 。） 一定在 | ( z + z 0 )- z 0 | < R 0 内解析.当然，后面的不等 
\ m \ 式恰好为丨 Z 丨 < Ro ； 又如果我们记 g ( z ) = /( z + z 。）， gU ) 在圆 U I < Ro 内的解析性保证 

存在一个麦克劳林级数表示 

g ( z ) = 2 -~ (| Z | < J ? o ). 

n = 0 n • 


也就是说 

f(z + Zo ) = f ] 广 - (I Z l < J ? o ). 

n = 0 71 • 

在该等式中以 z — z 。 代替 z ， 并且条件合理时，我们有泰勒级数展开式 （1). 


54举例 

显然，当函数/在以 z 为心的圆内处处解析， / U ) 关于 Z 。 的泰勒级数在圆内任意点处必 
定收敛，级数的收敛无须 验证. 事实上，根据泰勒级数定理，级数在圆 c 内收敛于 / U )， 其 
中 C 以 Z 。 为心，半径为 z 。到函数 / U ) 最近奇点的 距离. 在第59节，我们将会发现对于任意 
内点，这其实是该级数收敛于 /( z )， 并以 ☆ 为心的最大圆. 

在第60节中，我们也可以发现，如果对于以 z 。 为心的任意圆内点 z ， 存在一系列 常数〜 
( n 二0，1，2，…），满足 


f ( z ) = y ] a»Cz — z o y 

那么，不管那些常数如何得到，该幂级数必 i ° 为函数/关于 a 的泰勒级数.在这些结论中， 
经常要求我们应用更有效的方法，而不是直接应用泰勒级数定理中的结论去 
找泰勒级数中的系数 〜• 

在下面的例题中，我们将使用泰勒级数中的结论去找某些简单函数的麦克劳林级数展开 
式，着重强调了那些展开式在发现其他函数展开式时的 应用. 在我们的例题中将应用收敛级数 
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的性质，例如，第52节练习7和练习8中被证明的性质. 

例1因为/(幻= 〆 为整函数，所以 / U ) 对于任意 z 都有合理的麦克劳林级数展开式. 

又因为/ ^( O ):：^ 则得到 

^ = S ^ (I ^ 1<^>. (1) 圆 

如果 z =： c + iO , 那么展开式 （1) 变为 • 

〆= 2 亏 （一 oo<x<°o). 

n = 0 n • 

整函数 z 2 产也有麦克劳林级数展开式，得到该式的最简洁方法是在等式 （1) 的两边以 3 z 代 
替 z , 然后再乘以 z 2 , 则 

以：= 2 4严(| z |< oo ). 

n-0 • 

最后，如果我们以 n — 2 代替《，则有 

… ( UI 〈— • 

例2我们可以应用展开式 （1) 及定义（第36节） 


找到整函数 /( z ) = sin Z 的麦克劳林 级数. 为了得到这个结论，我们参考展开式（1)，则可 
以记， 

則畀 （ ui <4 

但是当”为偶数时， 1 — (―1)"=0,那么我们可以在上式最后那个级数中以 2 n + l 代替〜 

s -=^ gCl -(- l ) 2 -]£^ ( H <—. 

又因为 i —(— 1 ) 2 " +1 = 2 和 i 2n+l = ( i 2 yi = (- in , 则简记为 

°° ^ 2^-1 

“= g(-i)” (2n + 1)! (UI<oo). 

逐项微分将会在第59节加以 论证. 应用这些结果，我们在等式 (2) 两边求导，则有 
cos ，=§^^= g (- l )"^^ 

也就是说 

cosz = 2 (_ 1)n (^yr o z i< °°>. 

例 3 因为 S inhz = — i S in ( h ) (第 34 节）. 我们仅需要在等式 （2) 的两边以 iz 代替 z ， 然后 
乘以 _ i ， 则得到 


(2 ) 國 


(3) 
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國 


sinh2= S (2fTI)T (|z|<oo) - ⑷ 

同样，既然 cosh2： = cos(/z) ， 那么由 （3) 知 

coshz： = 2 丄)! ( I 之 I < oo). (5) 


例如，观察 coshz 关于点 ☆ = —2 th 的泰勒 级数.对于任意 z ， 在等式 (5) 的两边以代替 
变量然后应用 cosh(z+27d) = cosh2：， 从而 

™ (z + 2 n0 2 


coshz = ^ 

例4麦克劳林级数表示为 


(2n)! 


( | 2： |< OO ). 


1 Z n=0 

函数 /U) = l/(1 —幻在处不解析，其各阶导数为 


( 6 ) 


/⑷⑴ 


a~zr 


(n = 0,1 ， 2 ,…； 


特别地， / u> (0) = n!. 展开式 （6) 告诉了我们一个无限几何级数 的和. 此时， z 为相邻项的 
公比： 

1 + Z + Z 2 ■+ z 3 + ••• = — (I Z I < 1). 

1 — Z 

当然，这是第52节例题中的求和公式，它由另外的方法所得到. 

如果我们在等式 (6) 中以 一z 替代 Z ， 并且条件合理，又注意到当 | z 丨<1时，I —H <1. 
则我们知' 、 

= ^(-irz n (|z|<l). 

在另一方面，如果在等式 (6) 中以 1_ Z 代替变量^那么我们有如下泰勒级数表示 

丄 = f](—iru —1)" (I z-i |<l). 

Z n-0 

由于 I l-z I <1 和 U — 1 I <1 一样，则有效条件也和展开式 （6) 的一致. 

例;！设函数为 


/(z) 


l + 2z 2 _ 1 
z 3 +z 5 ~ ? 


2(l + z 2 ) - 1 _ 

~ lTP 



让我们把它展开成关于 z 的幂 级数. 由于 /U) 在^=0处不解析，则我们不可能找到它的麦克 
劳林级数.但我们的确可以从展开式 (6) 知道 

— p ~2 = 1 — Z 2 + Z 4 — Z 6 + Z 8 — … ( | Z | < 1). 


因而当 o < U I <1时 






/(z) = -i-(2 —1+z 2 — z 4 +z 6 — z 8 + + — — z + z 3 — z 5 + 

由于 1/ d 和 1/ z 可以分别记为和 f \ 则我们可以称它们是关于 Z 的负幂项.对于涉及 Z 
—Z 0 负幂的展开定理我们将在下节讨论. 

练习 e 


1. 证明如下麦克劳林级数表示 

zcoshCz 2 )=2 . d) l ( 丨 Z 丨 < oo ). 

2. 根据下列条件 

( a ) 应用/ " HlKnsO , 1，2,…）， （ b ) 记 〆 得到函数的泰勒级数 
〆= ef] (z - 丄 ― 广 (| z-1 |<^) 

3. 找出下列函数的麦克劳林级数展开式 

/(Z) = ?T9 = f * l + (tv9) - 


答案 ： (I ^ l < V 3). 

«=0 ^ , 

4. 证明： 如果 /( sO ^ sinz ， 那么 

/ < 2 n ) (0) = 0 和 /( 2 奸 u (0) = (― 1)" (w = 0，1,2,…）， 

这样就给出了第54节中关于 sinz 的麦克劳林级数的一个推导. 

5. 重新证明第54节中函数 f ( z ^ = cosz 的麦克劳林级数表示 (3). 

U) 利用第33节的定义 


并且应用第54节函数/的麦克劳林级数 表示； 

(b) 指出 / 2 ")(0) = ( — 1)" 和 f u + u ( 0)=0 ( n = 0 , 1 , 2,…） • 

6. 写出函数 /U)= S in( Z 2 ) 的麦克劳林级数表示，然后指出如何得到 
/<4»> (0) = 0 和 / <2 ^ 1> (0) = 0 (” = 0.,1，2,…）. 


7. 证明出如下泰勒级数表示 


提示： 利用下式 


a …味 


—z (1 — 0 —( 之一 0 1 — i 




㊀在下面及随后的练习中，当展开级数时，建议读者尽可能应用第3 4 节的 （1) 及 （6). 
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8. 根据下列恒等式(第33节） 

cosz =— sin(z — |)， 

把 COSZ 展开成关于 z 0 =n/2 的泰勒级数. 

9. 应用第34节练习 7( a ) 中证明的恒等式 S inh ( z +7 ti ) = —sinhz 及 sinz 的周期为 2 W 的结 
论，写出关于点 A =«' 的泰勒级数 

答案:-自(&:涼 (U_W ' I<00) - 

10. 函数 tanhz 的麦克劳林级数收敛于 tank 的最大圆周是什么？写出级数非零的前 


(0 <| Z | < oo ) . 


4 z-z 2 _ G 丁 A 4 ^' 

55 洛朗级数 

如果函数/在一点 z 。 处不解析，那么我们不能在该点应用泰勒定理.然而，我们经常可 
以找到函数 /( Z ) 的级数表示，包含 Z - Zo 的正幂项和负幂项（参考第54节例题5和练习11， 
12及 13). 现在我们介绍如此表示的定理，首先我们将介绍洛朗定理. 

定理 假设函数,/在以点 z 。 为心的圓环域私< 丨 z — z 。 | <沁内 解析， 又设 C 表示任何 
_ 环绕点 z 。 的正向闭围道，且 C 在定义域内（如图74)，那么在该定义域中的每一点 z 处， 
/ U ) 有下列级数 表示： 

f(z) = — z 0 )"+2 (-Ri <1 Zo I < J ?2 ) » ’ （1 ) 

此处 

一 丄「 / (z)dz 

2 rcij c (z — Zq )^ 1 


两项. 


11. 证明： 当之关0时 

(a) ? = ? + 

sin ( z 2 ) 


±_z^ 
r 4 ? 3j 

推导出下面展开式 


之 6 _之 1 。丄 

51 7 l + 


( a ). 


+ E 


z 2n+1 


(2 n + 3)! 

(b) z 3 COS h( + )=| + z 3 + |^ ( 2 „i 2 )! 

13. 证明： 当 0< U I <4 时 


( 0 <U |<oo) 


_ 1 」 NH 


和 


(n = 0，1，2，...） 


( 2 ) 
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Zttzj c {z — z 0 ) 



(3) 


展开式 a ) 经常被记为 


此处 


/(z) = ^ C„(z — Z 0 )" (J ?1 < I Z — Zo I < i ?2 ) ， 


(4) 


1 f f(z)dz 
2mJc (z — zo)^ 1 


(ra = 0 ， ± 1 ，士 2 ，…）. 


(5) 


形如 （1) 或者 （4) 的任意级数，被称为洛朗级數. 

注意到表达式 （3) 中的被积函数能记为 / OMz — z 。）"- 1 . 显然，当/在圆周 I z — z 。 | < J ? 2 
内处处解析时，该被积函数也在圆周内解析.因而，所有的系数乂为0;又因为（第48节） 


/(z)dz 

(z-Zo)^ 


/ <n) (Zo) 


(n = 0,] 


则展开式 （1) 生成一个关于点 A 的泰勒级数 • 

然而，如果/在圆周丨 Z - Zo I < J ? 2 内除点外均解析， 那么艮 可以选择任意小，则表 
示 （1) 在有孔圆周0< | z - z „ | < R 2 是合理的.同样地，如果在有限平面上对于圆周丨 z-zo I = 
R , 外每一点均解析，则表示 （1) 在尺 < I z-zo I <° o 内也 成立. 注意到如果 / 在有限平面除 
点2。外处处解析，则级数 （1) 在任意解析点或者在 0< I Z-Zo I 内成立. 

开始我们将证明当 Z D =0 时洛朗定理成立，在这种情况下环形区域以原点为中心，当 Z 。 
为任意点时，定理的证明同样可以得到. 

为了证明该定理，我们首先作一个包含在区域风< I z | < CR 2 内的闭环形区域&<丨 Z | < r 2 , 
它又包含 z 和围道 C (图75)，我们设 G 和 C 2 分别表示圆周丨 z 丨 =n 和丨 z 丨 = r * 2 ， 然后，再 
确定两个圆的正向绕向.我们可以看到/在 C " C 2 及其之间的环形区域均解析. 

接着，我们构造以 z 为心的正向圆周7，小到足能为环形区域1 z 丨 < r 2 所包含（如图 
75所示）.那么由关于解析函数沿多连通区域的正向边界积分的柯西-古萨定理的推广形式（ 46 
节定理 2) 知道 


_ 



144 


第 5 幸 


[■ fis)ds f ,f(s)ds f .f(s)ds = 0 _ 
Jc, 5-Z j c, « J ， s 一 s ： ' 


ri92i 



图 75 

但是根据柯西积分公式，第三个积分的积分值为 2 似/0)，因而 

/(Z) = 2^ L 2 + 

现在，在上面第一个积分中的因子 / U ) = l / G — z ) 和第53节证明泰勒定理时的表达式 (5) 
相同，在这里我们将需要在上节应用的展开式 

, N-l 1 , 

S - 之 ^ 严 1 ( s - z)s 

至于第二个积分的因子 l /( z — s ) ,我们通过映射等式( 7 )的 S 和 5: 得到 

1 ^ 1 1,1.^ 

如果我们在这儿以 W — 1 取代求和指标 n ， 那么展开式有如下形式 
1 ^ 1 1 , 1 

在下面的叙述中我们需要此 结论. 

以 / u )/(2 h ) 乘以等式 （7) 和（8)，然后在两边分别沿着 G 和 c , 关于 S 积分，由表达式 
(6)，我们知道 n 

/(z) = ^a„z n +p N (z'> + 2 ⑼ 

n=0 M=1 

其中数〜=0, 1，2,…， N -1) 和 M »= l ， 2,…， JV ) 由下列不等式确定 


( 6 ) 


(7) 


( 8 ) 


(10) 
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并且 


pAz) = h \ c 2 aAz) = 


s N f ( s)ds 


假设当 N 趋向于 〜时， 


limp N (^) = 0 和 \ ima N ( z ) = 0 (11) [193| 

,V-»CC* N-*oo 

则表达式 （9) 肯定在区域尺 ,< \ z \< R 2 内有可能的洛朗级数形式.下面我们将仿照第53节中 
证明泰勒定理的方法去确定这些 极限. 记1 2 I = r ， 且 r * 满足又设 M 为 | f ( s ) | 

在<^和0 2 的最大值.我们也注意到，如果 S 为 C 2 上面的点，那么 | s — z | 同理， 

如果^在。上面，那么有 I : z — s I ^ r~n ,则我们可以记 

I …⑴ 和 一⑴ 

既然 （ r / r 2 )< l 和 （ n / rXl , 那么押 （ z ) 和办（ 2 )均收敛. 

最后，我们仅利用第46节的性质2,可以用围道 C 取代积分 （10) 中的 围道. 由于如果 2 
作为积分变量代替^关于系数〜 和乂的 表达式 （10) 与表达式 （2) 和 （3) 相同，故在 z „ = 0 时， 

洛朗定理得到证明. 

为了把证明推广到 A 为无限平面上的任意点时的一般情况，我们设/为满足定理条件的 
函数.仿照泰勒定理的证明，我们记 g ( z )=/ U + z 。）； 由于 / U ) 在环形区域私< I ^-^0 I 
< i ? 2 解析. 则函数 g 在見< 丨 ( z -+ Zo )- z „ | < R 2 内时 解析. 即函数 /U + z 。） 在以原点为心 
的环形 区域风 < U | < R 2 内 解析. 现在，上述定理中简单闭围道 C 有参数表示 z = z ⑴ 
b ). 其中对于任意有 

Ri <C I z ( t ) — zq I < 尺 2 (12) 


因而，如果 r 表示路径 

z = z ( t ) - z 0 (.a t ^ b ) , (13) 

那么 r 不仅为简单闭围道，而且根据不等式 （12)， 它包含在区域尺< I z I <尺 2 内，从而 
有如下洛朗级数表示 

g ( z ) = y ] a n z n + X ) ^ iRi < \ z \ < R 2 ) f 

n = 0 n=l Z 

此处 

㈤ / 畏 Z (”： 1 ， 2 ，…). 

在条件私< U 丨 <私的情况下，如果我们在等式 （14) 以 /G + A ) 取代 gb )， 然后以% 

代替 z , 那么可以得到表达式(4)，从而系数的表达式 （15) 和表达式 (2) 相同•由于 SM ] 

g ( z)dz _ f 4 / fz ⑴] z '( t ) 二 = 「 fiz)dz 

= Jc(z-z 0 ^'- 


(14) 

(15) 

(16) 
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同理，表达式 (6) 的系数6„和表达式 (3) 中的相同. 

56举例 


通常洛朗级数中的系数是按照其他方法而不是直接应用它们的积分表示求得.在下面的例 
题中一直假设，当环形区域为特定区域时，关于给定函数的洛朗级数是唯 一的. 我们将在第 
60节推导它及泰勒级数的唯一性证明. 

例1在下面麦克劳林级数展开式中以 1/ z 取代 z 

+ + + + - CUKoo ), 

' 则我们有如下洛朗级数表示 

卜！忐=1 +忐+忐+忐+… （。小 1<吨 

上面级数没有关于 z 的正幂项，即正幂项系数为 0. 又 l / z 的系数为1，因而根据第5 5 节的洛 
朗定理，系数为数并且 

b ' = 忐 J/" dz ’ 

其中 C 为任意围绕原点的正向简单闭围道.既然~=1，那么 
| e 1/x dz — 2 m. 

_ 对于计算沿着简单闭围道积分的方法，将直接在第6章予以详细讨论. 

例2函数 /( Z ) = 1/( Z — f ) 2 有麦克劳林级数展开式，其中％=〖，即 


/(z) = 2 C "( Z — Z ')" (0 < | z — i I < o°), 

其中 c _ 2 = 1 ， 所有其他的系数 为零. 由第55节关于麦克劳林级数中系数的结论(5)，我们知道 

= h\c (^7)^ (n = o ,± i ,±2,...), 


其中 C 为任意关于点2。= 1'的正向围道 I Z — i | = i ?. 因而有（对照第40节练习 10) 
f dz = (0,n^2 
Jc (z — i') M \2jri»w =— 2 

例 3 函数为 


/(z)= 


( z - lXz -2) 


( 1 ) 


它有两个奇点 《=1 和 z = 2, 并且在区域 U I <1， 1< I z I <2 和 2< I z I < oo 中解析，分 
别以认和 D 2 表示这些区域（图 76) ， /( z ) 有 z 幂的级数表示.我们可以利用第5 4 节例题结论 


(见下式)得到它们的表达式 


（ UI <1) - 

n=0 




级 


教 


147 


y \ 



图 76 


在0,中级数表示为麦克劳林级数，为了得到它，我们记 


_ 


f(z )—— 


-+ 


y 


~ U /2) 


又注意到，由于在 A 中丨 z 丨<1和丨：/2 | <1，则 

/⑴=_!>”+云長= I ：(2—-1) Z » (| 2 |<1). 

” 车 0 n~0 L n =o 

至于 A 中的表示，我们记为 


( 2 ) 


/ U ) 


丄 丨丄， 1 

L- (l/z) 2 1- iz/iy 


由于在1<丨 X ： | <2时，有丨 1/ z 丨<1和丨 z /2 丨<1，则得到 

/( z ) = 2 S (1< U |<2). 

n—0 ^ n —0 ^ 

如果我们在上面第一个级数中 以”一 1 代替求和指标„，然后又交换两个级数，那么我们能够 
得到和洛朗定理中同样形式的展开式 (第 55 节）： 

/(2：) = § 弄 +2? (1<卜1<2). ⑶ 

事实上，既然 /( 幻在环形区域1<丨 z 丨 <2内有如此表示，则展开式 （3) 为 / U ) 的洛朗级 


数. 


/ U ) 在无界区域认的表示也是洛朗级数.如果我们把展开式 （1) 映射为如下形式 


f(z) 


"- a/z) 


( 2 / z ) 


又注意到当2< | z | < oo 时.，丨 l / z 丨<1和丨 2/ z 丨<1，那么我们得到下列形式 




(2 <| 之丨 < oo). 


f(z) 


§ 


1 — 2^' 
~ ~z n ~ 


即 


(2 <1 Z |< oo). 


⑷ [197] 



148 


第 5 章 


画 


练习 


1. 写出下面函数在区域0< | z 丨 <〜内的洛朗级数 

- fiz) — z 2 

答案 ： 1+ (2n + l)! * ^ ' ' 

2. 推导出下列洛朗级数表示 


e '' 


+ 1)^ 


{§ 


iz + ir 

(n + 2) ! 


+ 7TI + uTT) ¥ ] (0<| Z + 1 ,<oo) - 


3. 当 l <| Z |< m 时，写出下面函数关于 Z 的负幂项的合理表示 
1 1 1 

/( Z ) 


l + z 


l + (l/z). 


答案 

4. 给出下列函数关于 z 幂的两个洛朗级数 

作 )= 

并且指出该级数的合理区域. 

答案： f >" + 丄 +4 (0<| Z |< 1)? 一2去 (1 <1 2 |<°°) . 

n=Q z z «= s 

5. 按下列条件表示函数 

J z — 1 

( a ) 展开为麦克劳林级数，然后指出其合理 范围； 

( b ) 展开为区域（1<丨 z 丨<^)的洛朗级数 • 

答案： （ a ) — 1 — 2支 >" (U 1< 1)； 0>)1+2公士. 

6. 证 明：当 0< 丨 z-l | <2时 

z 一_ 3 y (z ~ 1)n _ 1 _ 

( 2 —1)( 2 —3) — 1 M 2( Z —1). 

7. 写出下列函数在特定区域关于 z 幂的两个洛朗级数 

/(:) = ^( TT 7) 

然后指出这些区域范围. 

答案： _(-1 严严 1 +士 (0 <| 2： |< 1); X ) ( :品 - d <1 2 1< °°> • 
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8. ( a ) 假设 a 为一个实数，其中 一 1<«<1，推导如下洛朗级数表示 
7=^ = tif (I a |<| Z \< oo ). 

( b ) 在 （ a ) 中记推导出的方程式里的 Z = 然后利用结果两边实部和虚部分别相等，推导 

求和公式 

acosd — I 


a n cosn& =— 


2 acos ^ -|- a 
其中一 l < a < l ( 比较第 52 节练习 4). 

9. 假设级数 


和 2 a n sinn ^ 


1 — 2 acos ^ + a 


X) x M z _” 

在某圆环亿< I z I <私收敛于解析函和 X|>] 称为 x[«]U = 0， ±1，±2，…） 0 
的 r 映射.下面应用第55节表达式 （5) 证明： 如果圆环亿< U I <沁包含单位圆 U I =1, 
那么 X[z] 的^逆映射可以记为 

x[n] = X (e e )e M dd (w = 0 ， ± 1 ， ± 2 ，…） • 

10. (aHAz 为任意复数， C 表示平面上的单位圆 

UU ~ (— 7T ^ ^ ^ tc) 

那么应用第55节表达式 （5) 围道 证明： 

exp[|(w- 士 )]= 2 人 ( 之 ) 1 ^ (0 < | w | < oo) , 

其中 Jn(z) = exp [— iiriji — zsin^)]d^ (” = 0 ， ± 1，± 2 ， …）. 

(b) 依据第37节练习4, 证明： U) 中的系数可以记为 e 

J„iz) = —[" cos(nff> — zsini>)di> (w = 0，±l，±2r“）. 

7U J 0 

11, (a) 设函数 f(z) 在包含单位圆 2 = Z ( — 7T<0<7C) 的某一个关于原点的圆环区域中解 
析. 以单位圆为第55节表达式 （2) 和 （3) 的积分路径， 证明： 对于圆环区域中任意点心有 

/(z) = 益 L /( ^) [⑸" + ($)"] 办 

(1))记 M (0)=Re[/(〆）]， 证明： 从 （a) 中展开式可以导出 

uiO) = m (多) cos[>(/9—》)]d 必. 


0 在研究离散时间线性系统中需要应用 2 -映射.例如，参考附录 A 中 Oppenheim，Schafer, and Buch 的著作. 
㊁系数称为第一类贝塞尔函数，它们在应用数学特定领域占有重要地位.例如，参考作者的书 
and Boundary Value Problems » 6th ed. » Chap. 8， 2001. 


_ 
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上式为实值函数 《(« 在区域 一 上的傅里叶级数展开式的一种形式 Q . 

57幂级数的绝对收敛和一致收敛 

本节和以下三节主要是介绍幂级数的各种性质.为了尽快阅读第61节，读者可以先承认 
[2001 本节定理和性质，跳过它们的证明. 

我们从第52节知道，如果复数的绝对值组成的级数收敛，那么这些复数组成的级数绝对 
收敛.下面的定理将考虑幂级数的绝对收敛. 

定理1如果幂级数 



首先我们在 z „=0 财证明定理，假设级数 

^a„z1 (zi ^ 0) 

n = 0 

收敛.通项〜 W 为有界的，即存在正常数 M ， 满足(参考第52节） 

| a„zi |< M (n = 0， l ，2, …）. 

如果丨 Z 1 <丨 A 丨，又设 (0 表示模丨 z/a I ，那么我们可以知道 

| a n z n | = | a n z\ I I 1 <Mp n (w = 0 ， 1 ，2, …）， 

其中 jO <1. 现在，通项为实数 ■ M | O ”（ n =0， 1，2，…）的级数为几何级数，当(0<1时’该级数 
收敛.因而，根据实级数的比较法，则级数 

12011 2 I a " z " I 

在开圆盘1 z 丨< | Zl 丨 收敛； 当％=0时，定理 得证. 


© 至于充分条件，'参考练习10所引著作31节和32节. 
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当^为任意非零数时，我们假设级数 （1) 在2=%时收敛.如果我们记级数 
(1) 变为 


^a„w n , ( 2 ) 

’ n= 0 

该级数在— A 时收敛. 因而，既然2。=0时，定理显然正确，则我们知道级数 &) 在开 
圆盘丨 wl < I A — A | 内绝对收敛.最后，当条件合理时，在级数（2> 中以 z — z 。 代 

替同时，记亿 =I ^一％ I ，则我们根据上述方法可以得到定理的证明 • 

定理告诉我们以 Z 。 为心的某一个圆周内所有点的集合为级数 （1) 收敛区域，保证级数在除 
Z 。 外的点 收敛. 我们 把以〜 为心，且使级数 （1) 在其内任意点都收敛的最大圆称为级数的收敛 
国.根据此定理，级数不可能在收敛圆外的任意点 A 处收敛.因为，如果级数收敛，它将在 
以％为心且 包含& 的圆内每一点都收敛 • 所以第一个圆不是收敛圆 • 

我们先来定义一些必要的术语，这些术语将在下一条定理中 涉及. 假设级数 （1) 有收敛圆 
| Z-Zo | =R, 又设5( 2 )和 S N U ) 分别为级数的和及部分和，如下 

OO N-1 

S(z) = y^,a„ (z — Zp)" ,Siy(z) =- ^a„(z — z 0 )" (I z — z 0 I < -R). 

然后记余项函数为 

p N (z) = S ( z ) — S N ( z ) (I z — z 0 I < i ?). (3) 

由于在丨 I 时，幂级数对于任意不动点 z 收敛，则我们知道，对于任意点 Z ， 当 N 
趋于 ⑺时， 余项函 数心趋 于零.根据第51节数列极限的定义（2)，相应地意味着对于每一个 
正数，存在正整数 N ,， 满足 

1 卵（2) |< e ， 其中 N > iV e (4) 

当 N , 的选择仅和 e 的值有关，而和收敛圆中指定区域内每点无关时，则在指定区域级数收敛 
是一致的. 

定理2如果 Zl 为下列幂级数收敛圆 I z-z 0 | = iT 内一点， 

^a„{z— z a Y , ⑸ 

n = 0 

那么该级数在闭圆盘 I Z — Z 。 | <1?!内必定一致收敛，其中私= I a — Z 。 丨（图 78). 


_ 
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仿照定理1的证明，首先我们处理4=0时的情况.在级数 

(6) 

的收敛圆内给定一点 Zl ， 我们注意到存在模大于 I I 的点使级数收敛，那么根据定理1， 
级数 

E I a - z " I ⑺ 

n=0 

收敛.设肌和 N 表示正 整数，此处我们可以分别记级数 （6) 和 （7) 的余项函数为 


[203] 


和 



on = lim 2 I a„z; 丨 ， 

.. m ^„ = N 

现在我们根据第 52 节练习3 

I ,on(z) I = ]im I Y]a„z n | ; 

并且，当 U I < | Zl 丨时 

I Y^a n z" I < 2 I a„ I I 2 I" < 2 \ a n \\ Zi I" = 2 I a « z " I 

n = N n = N n=N . n = N 

因而，当 U I < 丨 z , I 时 


( 8 ) 


(9) 


I |0 N ( z ) |< ffN . (10) 

由于 < t n 为收敛级数的余项，它们随 N 趋向于 m 时而趋向于0,即对于每一个正数二存在整数 
N t , 满足 

< e ，其中 N > N , (11) 

由于条件 （10) 和（11)，那么条件 (4) 对于圆盘 | z | <丨 a | 所有点成立，并且 iV , 的值和 z 的 
选择无关.因而，级数 (6) 在该圆盘内一致收敛 • 

当然，把证明推广到 A 为任意点的情形，可以在级数 （5) 中代入— z 。 而得到•因为 
由定理假设 A 为级数 


收敛圆丨 w | = J ? 内 的点. 由于我们知道上述级数在圆盘 I W I < I z ,- z 0 I 内一致收敛’则 
在定理中叙述的结论是显然的. 


58幂级数和的连续性 

下面我们的定理是关于级数一致收敛的重要结论，这是前一节讨论的 结果. 



级 


教 


153 


定理幂级数 

Da „( z — z 。）" (1) 

表示在其收敛圆 | z-z 0 | =J? 内每一点连续的函数 SO). [2Q41 

该定理可以另外叙 述为： 如果 S ( Z ) 表示级数 （1) 在其收敛圆丨 * — % | =_R 内的和 ， z ，为 
圆内任意 一点. 那么，对于每一个正数 £ ，存在 正数心 满足 

| SO ) — S ( Zl ) |< £ ，其中 | z — Zl |<5 (2) 

其中常数3足够小，以致 z 存在于 S ( z ) 的定义域 | | < J ? 中[参看第17节连续性的定义 

(4)]. 

为了证明此定理，我们假 SS N ( z ) 表示级数前 iV 项和，又记余项函数为 
卜（ 2) = S(Z) — S N (Z) (| Z~ Zo \< R ) 

那么，因为 

S(z) = S N (z) + p N Cz) (I Z — Zo I < i?) 

我们可以知道 

I S(z)-SCz l ) 1 = 1 S n (z)-S n ( Z] )+ (0n ( 2 )- (0n (z 1 ) I , 

或者 

I S(z)-S(z 1 ) |<| S N (z)-S N (z,) l + l p N (z) l+l p N ( Zl ) |. 

如果 Z 为半径 i ?。 大于 I Z,-Zo I . 但是小于级数收敛圆半径 i ? 的闭圆盘 I z — Z 。 

意一点（看图 79). 由第57节定理2中的一致收敛性，存在正整数况，满足 

I P Az) |<如其中〜>^. 

特别地，当的邻域 I I <5包含在圆盘 I z-^o I <尺。时，对于 U — A 丨 <3中每一 

点，条件 U ) 成立. 



现在部分和 S N ( Z ) 为一个多项式.因而，对于每一个 N 值，它在 Zl 处均连续.特别地， 
当〜=尺,+ 1时，我们可以选择5任意小，满足 

t s N ( 2 )-s N ( Zl ) |<|，其中 I Z - Zl |<象 


(3) 

I 内任 

(4) 


(5) 
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在不等式 （3) 记 N = N t + l ， 又应用 （4) 和（5)在 N = N , + 1 时成立的事实，我们可以得出 
I S ( Z )_ SU ) |< 


| + |，其中 I Z — Zl |<< J . 


这就是表述（2)，则性质马上得证. 

记 0(= l/(z — 2：。 ） ， 为了应用下列级数 


V __^ 
士 ( Z -： 


(6) 


我们修改前一节的两个定理和本节的 定理. 例如，如果级数 （6) 在点4 处收敛，那么 

级数 




在满足下式时 


(7) 


必定绝对收敛于一个连续函数.因而，由于不等式 （7) 和 I z — 2。！ > | zj-zo | 一致’级数 
(6) 在圆周！ Z - Z(l = R t 外的区域一致收敛于一个连续函数， 其中亿 =I 4一々 I . 另外， 
我们知道如果在圆环凡< I I <私内，洛朗级数表示 

' E K 


= 2“上 


.之0广 


2^0 )" 


是成 立的. 那么上式右边的两个级数在任何位于上述圆环内的闭圆环一致收敛 • 

59幂级数的积分和微分 


我们已经知道幂级数 

S(z) = y~]a„(z z 0 )" (1) 

表示对于其收敛圆内每一点连续的函数.在本节里，我们将证明 S ( Z ) 事实上在收敛圆内解析. 
我们的证明需要下面定理，其本身令人很感兴趣. 

定理1设(：表示幂级数 （1) 的收敛圓内任意围道， g ( z ) 为 C 上连续的任意 函数. 在幂级 
数的每一项乘以后得到的级数可以沿着 C 逐项积分，即 

| 尺 （ z)S(z)dz= 2 a„J" (. 片 （ z) (z — z 0 ) n dz. (2) 

为证明该定理，我们注意到由于 g ( z ) 和幂级数的和 S ( Z ) 均为 C 上连续，积分 

N-1 

g(z)S(z) = y~]a n g(z)(z — Zp )" + g(z)p.v (z) ， 

沿着 C 的积分 存在. 此处 p ( z ) 为所给级数 JV 项后的余项，有限和中的项也在 C 上连续.故 
它们沿着 C 的积分也 存在. 因此，我们可记 
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J g (z) S{z)dz = 2 a„ J g(z)(z — Zo)"d* + | g(z)p N (z)dz. (3). 

现在设 M 为丨 g ( z ) I 在 C 上的最大值， L 表示 C 的长度.根据幂级数的一致收敛性 
(第 57 节），我们知道对于每一个正数 e , 存在正整数 N t ， 对于 C 上所有点 z ， 满足 
I p N ( z ) |< £ ，其中 N > N t . 

由于况和^无关，我们可以发现 

| 其中 N > N e ； 


即 


lim | g ( z ) p N ( z)dz = 


_ 


因而，由等式 （3) 可以推出 

「 』 V — 1 「 

g(z)S(2：)dz = lim y]a n g (z) (z — z 0 ) T, dz. 

Jr Jr 

这是等式 （2)， 则定理 1 得到证明. 

如果对于幂级数 （1) 的收敛圆中开圆盘内的每点有 I g(z) | =1,又 n = 0, 1，2，…时， 

U — A )” 为整函数，则对于此区域中的每闭围道 C 有 

J" 尺 （ z) (Z — 2。 ）"ck = j (z — z 0 )"dz = 0 (n = 0,1,2 , •••) 

根据等式 （2)， 那么对于每条这样的围道知道 

j S ( z)dz = 0 

又根据莫勒拉定理（第48 节）； 函数 SU ) 在区域内处处解析.我们可以把该结果作为一个性质 
予以叙述. 

推论 幂级数 （1) 的和 SU ) 在其收敛圆周内每一内点处解析. 

该性质将经常在确定函数的解析性和估计极限时应用到. 

例1 证明： 根据下式定义的函数为整函数 

((sin2 ： )/ z^z ^ 0 

f(z) = 

U,z - 0 

由于对每一个 z 值，麦克劳林级数展开式 

腑=§(-1广 〜 nyr 

表 TKsmz ， 则级数 

_ 1)n (2n + \)\ = i-fy + fy 一 …’ ⑷ 

可以通过麦克劳林级数中每项除以 Z 得到，当时收敛于 /( Z ). 但是级数 （4) 显然在 z = 0 
时收敛于 /( C )， 故对于任意 z ，/( z ) 可以被收敛幂级数 表示. 因而/是一个整函数_既然/ _ 
在2 = 0时连续，又时， （ sim ：)/2 r = / U )， 则 
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lim = lim/Cz) = /(0) = 1. (5) 

因为上述极限为 sinz 在 Z 。 处导数的极限，所以结果很显然. 

在第54节开头，我们观察到对于以 z 。 为圆心且过最近的/的不解析点 A 的圆周内任意 
点，函数/关于 Z 。的泰勒级数收敛于 / U ). 根据上面性质，现在我们知道关于 A 点不存在更 
大的圆周，使得对于该圆周中任意内点函数/的泰勒级数收敛于 /(=). 因为，如果存在这样 
的圆周，那么/在^处解析.但是，事实上/在^处不解析. 

现在我们给出定理1的对应形式. 

定理2 幂级数 （1) 可以逐项微分，即对于该级数收敛圆周内任意内点 z 

S'(z) = ^na„(z — Zo)" -1 . (6) 

n= 1 

为证明此点，设=表示级数 （1) 收敛圆内的任意点， C 为正向简单闭围道，且包含于收敛圆周 
中. 另外对于 C 上任意点定义下列函数 

咖士占 ⑺ 


既然 g ( s ) 在 C 上连续，定理告诉我们 

| g-(5)S(5)ds — z 0 ) n ds. 

现在 S ( s ) 在 C 内和 C 上解析，则根据第48节导数的积分表示，我们记 

I/ (s)S(5)di = 2blc^^ = s，(z) 


从而 


故等式 (8) 推出 


2 ^| c 

= z 0 ) n (n = 0, 

S'Cz) = 2 a » — z 0 )", 


该式和等式 (6) —致，则完成证明. 

例 2在第54节例题中，我们看到 


丄 = 2(- 1)>I(z — ir (U-i|<i). 

Z n = 0 

在上式的每一边求导推得 

.— ,士 = 广 1 (| z-l |< 1), 

或者 


(8) 
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4 = S (— 。"(”+以之 — （卜一 1 |< 1). 

Z n = 0 

60级数表示的唯一性 

泰勒级数和洛朗级数表示的唯一性分别在第54节和第56节已涉及，可以由第59节的定 
理1得到.我们首先考虑泰勒级数表示的唯一性. 

定理1 如果 


— ZpY 

71=0 

对于圓丨 | = R 内的所有点收敛于 /( Z ), 那么它是/关于 Z — Z 。 的泰勒级数展开式 • 
为证明此定理，我们记该级数表示为 

/(z) = 一 z 0 )" (| Z— z 0 I < R ) 

在定理假设中应用求和指数饥右 

/( z ) = ^] a m (z — z 0 ) m (I Z — z 0 |< - R ). 

m=0 

那么应用第 59 节定理 1, 我们可以记 

J c g(z)/(z)dr = y]a„J^g(z)(z— z 0 )"dz ， 

其中 g ( z ) 为函数列 


g(2) = h 


(n = 0 ， 1 ， 2 , …） 


( 1 ) 


(2) 


(3) 


(4) 


(z — z 0 ) 

的任意一个， c 是以 A 为圆心、半径小于 i ? 的 圆周. 

根据第48节柯西积分公式的广义形式 （5)( 也可以看第59节性质），我们可以发现 

J / ( Z )/(z)d Z = i} c . (5) 

又由于（看第40节练习 10) 

dz (°»讯幸 


l/ (zKz_Z ° rd " = 2^L = [I] 


显然有 


2 a ».[ g(z)Cz~ z 0 ) m dz = a„. 

m=0 J C 

由于等式 （5) 和 （7), 等式 （3) 立即推出 

— a ", 

这证明事实上级数 (2) 是/关于 q 的泰勒级数. 


( 6 ) 


(7) 


_ 
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如果级数在 z 。 的邻域内收敛于0,那么系数〜必定为 0. 该结论如何从定理1中推出呢？ 
下面我们的定理是考虑洛朗级数表示的唯一性. 

定理2 如果级数 


yi c „( z — zp )" = y ] a„(z — zo )" + y ] bn ~~^ ( 8 ) 

oo n = 0 n=l — ' • 

对于 z 。 的圓环区域内所有点收敛于 /( z ), 那么它是/在该区域关于 z — z 。 的洛朗级数展开式. 

证明的方法和在定理1的证明中应用的相似，本定理的假设告诉我们，存在々的圆环区 
域， 对于其中任意 z , 满足 


a-zy 


和 


^]( n +l)(n + 2) Z " (I. 2 1< 1). 


_ a^zr 

2. 在练习1成立的下列展开式中以 1/(1 一幻代替^ 

^ 1 , 2 = f ](«+ l )2 n (I z |< 1), 

(1 — z) „=0 


(9) 


f(z) = c„(z—zo)" 

设容(幻和等式 （4) 的定义一样，但是现在要也可以为负整数.另外，设 c 为包含圆环，以 
z 为心，正向的任意 圆周. 那么应用求和指标讲，对包含负幂和正幂的级数使用第59节定理1 
(练习10)，可记 

| c g-(z)/(z)dz = c m | L g(z)(z — 2o) m d2：, 

或者 

idle = U 户 )( …。 rdz. 

由于等式 (6) 在 m 和”均为负整数时也是合理的，则等式 (9) 推出 

丄 f fUUz 

2tci'J c (z — z。)"" 1 " 1 "’ 

也就是第 55 节 / 在圆环的洛朗级数的系数表达式 (5). 

练习 

1. 在对下列麦克劳林级数表示求导 

i >” （卜 i < i )， 

- 1 — Z ^ 

得到展开式 

' 2(n+l) Z " (I z l<l)i 


推导下列洛朗级数表示 
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S 


(一1)"(« — 1) 


(1 <1 Z-l |<oo). 


? ^ ( 之一 1)" 

(对比第59节练习 2). 

3. 找出下列函数在点％=2的泰勒级数 

1 = 1 = 丄 • 1 

z 2 + ( 2： — 2) 2 1 + (z — 2)/2 

那么根据级数逐项求导， 证明： 

士 = +矣(一1)"(«+1)(^^)" (I 2-2 |< 

4. 利用级数证明如下定义的函数 


/⑴ 


(e z -l)/z,z^O 


K ^- l ) 

U ， 之 = o 


为整函数. 

5. 证明： 如果 


/(之） 


cosr , , 7t 

-(«/2 ) 2，Z ^ ± T 

=士 I 


那么/是整函数. 

6. 在加平面上，沿着收敛圆周内的路径从 如=1 到对下列泰勒级数展开式（看第5 4 
节练习 4) 积分 


得到如下表示 


Logz = 2 -~—— (z — D" ( | z — 1 | < 1). 


7. 利用练习6的 结果.证明： 如果 

fCz ) = U-i 

ll ,« = 1 

那么 / 在区域 0< j z 丨<°°， — 7 c < Argz <7 c 内处处解析. 

8. 证明： 如果 / 在点 A 处解析，/(4) = /'(々）=—=/°°(4)=0,那么如下定义的函 

数 g ， 


fU) 


g ( z ) 


卜 一Zo) ㈣ 

Um + 1)!' 


^ Zo 


[213] 
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_ 


在点 z 。 处解析. 

9. 假设函数 / U ) 在圆周丨 I =尺内有幂级数表示 

/(z) = 交 a„(z-z。)" 

利用第59节关于级数逐项求导的定理2和数"学归纳法，证明 ：当丨 z - Zo I < R 时， 

广 )( z )= 各 — z 。， (” = 0，1，2,…). 

然后，令 2 = %， 证明： 系数〜（《 = 0, 1，2,…）为/关于 z 。 点泰勒级数的 系数. 因此为 
第60节定理1给出了一个有效证明. 

10. 考虑在以 Z 。 为心的圆环内收敛的两个级数 

Si (z) = ^aAz— z 0 ) n , S 2 (z) = 2 -—A", ， 

n=0 n=l — Z 0 ' 

设 c 为包含在该圆环的任意围道， gU ) 为 C 上连续的函数.已知 

| c g(z)Si (z)dz = — *o)"dz, . 

修改第59节定理1的证明，从而证明 

.J /(z) S 2 (z)d z = |]6„j c ^^_d z . 

从上述结果可以得出下列结论，如果 

S(z) = ^2 C„(z — z Q y = —z 0 ) n + X) ( ^ V ， 

„ = -oo n = 0 n=l 2 0 ) 

那么 

| c g(z)S(z)dz = 2 Cn^giz^iz — z 0 ydz. 

11. 证明： 函数 

f 2 (z) = U 关士 i) 

把下列函数解析延拓 

fAz) = f](-l)° z 2n (UI<1) 

n *0 

到 z 平面除外的区域. 

12. 证明： 函数 / 2 ( z ) = l / z 2 U 关 o ) 解析延拓（第 26 节）下列函数 

/ 】 U) = 念 ( 《 +1)( 之 +1)" (I z + 1 |< 1) 

n *0 

到 Z 平面除 Z = 0 外的区域. 
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61幂级数的乘法和除法 

假设下面每个级数 

^a n (z — z 0 ) n 和乏 ]— z 0 Y 


( 1 ) 


在圆周 I I = R 内收敛，那么它们的和 / U ) 和 gU ) 分别是圆盘 | I < R 内的解析 

函数(第59节），其和的乘积有一个合理的泰勒级数展开式 


f(z)giz) = ^]c n (z — Zo) n (I Z — Zq |< R). 

根据第 60 节定理1，级数 （1) 本身是泰勒级数，因而级数 （2) 的前三个系数为如下等式 

Co = f(zo)gCz 0 ) = a 0 b 0 » 
ci = = aobi+aibo ^ 

和 

c 2 = /(*〃(:◦) + 2,( 智 : = aobi +aibi+a2bo ^ 

通过参考莱布尼兹准则（练习 6)， 很容易得到系数^的通项表达式 

[/U)g(z)] (I ° = 名 (:)/ u) 

为两个可微函数乘积的《次导数.此处 


(2) [2TH 


(3) 


( l ) = k \ 


通常/ 


\kl k !( n - k )! 
， 显然 


(k = 0山2,…， n ), 


_ Y» f k) (z 0 ) 广 ° (z 0 ) 

Ca ~~ h •(”一《! 

* —0 

所以展开式 （2) 可以记为 (4) 

fiz')g(z) =a 0 b 0 + (a 0 bi + a^o'Kz — z 0 ) 

+ (a 0 6 2 +ai6i+a 2 6 0 )(z —z 0 ) 2 + … 

+ ( ( z — z 。)" + … （I z_z 。 1<只). 

级数 ( 4 ) 内两个级数逐项相乘后，累加幂 z—z。 的结果项得到的级数，为两个级数的柯 
西积. 

例1函尊 eV(l + 幻有奇异点 ==— 1,所以麦克劳林级数表在开圆盘丨 z 丨<1内是合 
理的.通过下 k 


(4) 
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f2l6| = ! _ (_- z) = (1+Z + +Z 2 + 如 3 + …) a-z + z 2 -Z 3 + -) 


然后逐项乘以两个级数，则前三个非零项很容易发现，为了精确，我们可以以1乘以第一个级 
数中的每一项，接着以一2乘以该级数的每一项，等等.下面的级数暗示，2幂项相似则其系 
数可以相加 s 


l+z + + z 2 + j z 3 + … 


% 一 Z 2 -^-之 3 - —z 4, - 

之2 + 之3 + +〆 + + z 5 -I - 

— 之 3 — 之 4 — -~z 5 — -^-z 6 — ••• 


结果为 


= 1 + | z 2 — 知 3 + … ( | 2： |< 1). (5) 

1十之 2 3 

继续设 / U ) 和 gU ) 表示级数 (1) 的和，假设在 I z 丨 < i ? 时 gU )#0， 由于商 / U )/ ff ( ar ) 在 
圆盘 I 2~之 0 丨<只内解析，它有泰勒级数表示 


m 


公 = ^d„(z— z 0 )" (I z — z 。|</?)> ⑹ 

其中系数尤可以通过对 /( z )/ g ( z ) 连续求导，估计其在 z = z 。 的导数.结果是第二步在 
级数 （1) 的首项运算而 得到. 由于实际上，运算一直仅需要开始少数项，则此方法不很 


困难. 

例 2 如同第34节所指的，整函数 sinhz 的零点为数 Z = n 7 ri(n = 0， 土1，士2,…），所以 


商 

可以记为 


z 2 sinhz = z 2 (z + z 3 /3\+z 5 /5l+-) 


z 2 sinhz 



(7) 


在有孔圆盘0< 丨 Z I <7 t 内有一个麦克劳林级数表示.等式 （7) 右边的圆括号内因子的 
分母为在 Z 关0时收敛于 sinhz / z 而在 z = 0时收敛于1的署级数.因而，该级数在圆盘 
. | z | Cjc 内任何地方均不为零，又以1除以上述级数，可以找到单项的幂级数表示， 


例如： 
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1 + . 2+ . 4 + —} 


卜‘ 2 + [士 _ 

~ hy + '" 

1 

1+ ¥ + 


士- 



士 〆 - ... 


[▲- W 

[(3 T 7 - ^] 


z * 4- ■ 
z 4 + ■ 


或者 


因而 


H - z 2 /3!+ z 4 /5! + - 


+ z 2 /3\+z i /5l + ' 


卜^+‘ — 分 十…， 


( I « I < 7T>. 


= 7—瓷 + ife 2+ … (0<| 

虽然我们仅给出该洛朗级数的前三个非零项，但是其任意项可以继续运算除法找到. 

练习 


+ 1 — -|~Z — -|- 2 2 + •- (0 < I z \<C 1). 


1. 利用级数的乘法 证明： 

e z 

ziJ + T ) 

2. 记 cscz = l / sin2 ：， 然后应用除法证明： 

cscz = ± + j. z+ 一 ip + … （0 < U I < 7T). 

3. 应用除法求出下列洛朗级数表示 

7^1 = l- + + ^ z — 7^ z3 + … (Q<|z|<2,t) - 

4. 应用下列第61节例题2中的展开式 

(0 <| 2： |< It) 


z 2 sinhx z 3 6 z 360 

和练习 1 中的方法 证明： 


( 8 ) 

(9) 


_ 
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L ? 


sinh « 


C 为正向单位圆周 | z | =1. 

5. 按下面级数直接除法运算的步骤求证第61节练习2的表达式 (8) 

( a ) 记 


1 + zV 3 ! +^/5! + -： = ^ +心+ 心 2 + 以仏4 + …， 

其中右边幂级数的系数通过运算下式两级数的乘法而确定 

1 = (1 + z 2 /3l +z 4 /5! + … ） W 。 十 <iix: + 木之 2 +<i 3 z 3 + d x z 4 + …）. 

展开这个乘积可以证明 

(d 0 — 1 )+ diz+ {^dz 4 - 

+ (A + ) z3 

. + +^ y <^> 4 + … = 0， 

其中 I Z I < JT . 

( b > 令 ( a ) 中后面级数的系数等于0,找出 d 。， 义， d 2 , A 和 A 的值.由这些值， （ a ) 中的 
第一个等式为第61节等式 (8). 

_ 6. 应用数学归纳法证实第61节公式 (3) 两个微分函数和的《阶导数. 

7. 设 / U ) 为以下列级数形式表示的整函数 

/( z ) = z + a 2 z 2 + a 3 Jt 3 + … ( | z | < °°). 

U ) 对复合函数 gU )=/[/ U )] 连续求导，找到开始三个非零项，然后证明 

/[/ O )] = z +2 a 22； 2 + 2( a 2 2 + a 3 )：2 3 + — (| z |< oo >. 

( b ) 将 ( a ) 中结果记为 

/ [/( Z )] = /( z ) + a 2 [/ U )] 2 + a 3 [/( Z )] 3 + …， 

在右边用 / U ) 的级数表示取代 / G )， 然后累加 2 幂项. 

( c ) 对函数 /( z ) = sinz 运用' ( a ) 中的结果证明 

sin ( sinz ) = s : -+…(| z |<° o ). 

’8. 欧拉数为下列麦克劳林级数表示中的数艮（《 = 0，士1，士2,…）， 

= § z， ( | z !< f ). 

指出为什么在指定圆周中该表示合理，又 - 

E 2 ^-i = 0 in = 0,1,2, — )- 


接着 证明: 


[220] 


E 0 = 1 1 Et = _ 11 = 5 , E 6 =— 61. 



第 6 章留数和极点 

由第 44 节的柯西-古萨定理可知，如果一个函数在一个简单闭围道 C 及其内部解析，那么 
这个函数沿围道 C 的积分为零.这一章我们将要看到，如果函数在围道 C 的内部有限个点上 
不解析，那么这些点对积分值是有影响的.我们在这一章给出了留数定理；我们在第 7 章将阐 
述它在应用数学中的用法. 

62留数 

回忆(第 23 节）如果函数/在=。不解析，而在 z 。 的任意邻域内的某些点解析，则称 z 。 为 
/的奇点.如果/在 A 的去心邻域内解析， A 叫做/的孤立奇点. 

例1函数 

z + 1 

zHz 2 + l ) 

有三个孤立奇点 z =0, 

例2原点是对数函数的主值支 

Logz = lnr + «@ (r>0,— 

的奇点，但不是孤立奇点，因为它的每个去心 e 邻域都包含负实轴(参看图 80), 而这一分支在 
负实轴无定义. 



例3函数 


sin(7t/z) 

有奇点 z=0 ， z=lAi(n=±l ， 士 2 ，…），它们都在从一 1 到 1 的实 轴上. 餘了 z=0 之外的奇 
点都是孤立的 • 奇点 z = 0 不是孤立奇点，因为原点的每个去心 e 邻域都包含函数的其他奇点 • 
准确地说，给定正数 e ， 任意正整数 m ， m > l / e , 0< l / w < e 意味着 z = l / w 在去心 e 邻域0< 
I z I <e (图 81). 

当 z 。 是函数 / 的孤立奇点的时候，存在正数艮使/在 0< | Z-Zo I < Rz 解析.因此， 
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图 81 


/ U ) 可以展开为洛朗级数 


f(z) = § a - (2_Zo)n + ^ + (^7 4 " 


+ (7=^ + - (。<1 …1<&)， 


这里系数 A 和心有 积分表示(第55节).特别地， 


27tilc (s 


这里 C 是任意正向的简单闭围道，％在去心圆盘0< | 。丨 < i ? 2 的内部（图82)，当 W = 1 
时，6„可以表示为 


表达式 （1) 中 1/ U — A ) 的系数&是一个复数，叫做/在孤立奇点 A 的 留数. 当明确指出函数 
/和 z 。 后，我们可以用 

Res/(z) ， 

内0 

或 B 来表示留数 6,. ’ 



图 82 
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等式 (2) 提供了一个求某些沿简单闭围道的积分的有效方法. 
例4计算积分 


这里 C 是沿正向的圆周丨 2 -2 | =1( 图 83). 由于被积函数在除了 z = 0 和 z = 2 外的平面上解 
析，所以它在去心圆盘0< 丨2丨 <2内能展开为洛朗级数.因此，根据等式 （2), 积分 （3) 
的值是 27 tr 乘以被积函数在^ = 2的留 数. 为了确定这个留数，我们回忆一下第54节的麦克劳 
林级数 

lh~ z = (卜 l<i) 

由上我们可以得到 


z(z — 2) 4 (z _2) 4 2+(z —2) 


2(z-2) 4 



=E ^r- (z - 2) " 4 (0<| z-2 |<2). 

这个洛朗级数也可以写成 （1) 的形式， 1/ U —2) 的系数就是要求的留数，即为 一1/16. 因此 


L^w = 2ni (~j6) = ~f 




图 83 


(4) 


例 S 证明 

| exp ( 士 ) dz = 0 ， （ 5) 

这里 C 是单位圆周 I z I =1. 由于 1/ d 在除了原点外处处解析，因此被积函数也是如此•孤 
立奇点2=0在 C 的内部；由麦克劳林级数(第54节） 


〆=1 + n+fi+S+ … (|zl<00), 


我们能得到洛朗展式 
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exp (*) = 1 + n. 》 + ^. 》 + H+ … (0<Ui<oo) - 

因此，被积函数在它的孤立奇点2=0处的留数为零(6=0)， （5) 式就被证明了. 

63柯西留数定理 

如果函数/在简单闭围道 C 的内部除了有限个奇点外解析，这些奇点一定是孤立的（第62 
节）.下面的柯西留数定理是一个精确描述，即如果 C 是正向的，/在 C 上也解析，则/沿 C 
的积分值是 2 W 乘以/在 C 的内部的奇点的留数的和. 」 

定理令 C 是一个简单闭围道的正向，如果/在 C 的内部除了有限个奇点 z*U = l ， 
2，…， 71) 外解析，在 C 上也解析，则 

f /(z)dz = 2jri Res/(z). (1) 

为了证明这个定理，令 C * 是 C 的内部以 z*(/fe = l ， 2，…，”）为圆心的正向圆周， C * 充分 
[2251 小使得任意两个没有公共点（图 84). 



圆周 C * 连同简单闭围道 C 组成一个闭区域的边界，它的内部是复连通的，/在这个闭区 
域上 解析. 因此，对这些区域应用柯西-古萨定理(第46节，定理2)， 

| c /(z)dz— 2| c /(z)dz = 0. 

又由于 

[* f (z)dz == 2ni Res/( 2 :) (k = 1 ， 2 ，…， w) ， 

J c k 内 * 

所以等式 （1) 成立，定理 得证. 

例我们应用上面的定理求积分 


这里 C 是圆周沿逆时针方向的丨 z I =2. 被积函数有两个孤立奇点 5=0 和 z=l’ 它们都在 C 
的内部.我们可以通过麦克劳林级数 
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占 =1+ Z + Z 2 + … (UI<1). 

求 2 ： = 0 的留数氏和 2：=2 的留数 B 2 . 首先当 0< I ^ I <1( 图 85) 时， 



zU-l) 


— • — — (5 一 1 — z _ z 2 一 •••)； 

右边两项乘起来得到 1/ z 的系数，因此氐=2.由于当0< | 1丨<1时， 

5z-2 5( 之 一 1) + 3 1 


z(z-l) Z -1 1+( 之 一1) 

=^5 + 笔土 i )[l — 1) + (z — I) 2 — •••] 


因此 B 2 =3. 所以 


L^h dz = 2 ^ B ' +Bt) 


IOkL 


在上面的例子中，把被积函数写成两个分数的和会使求解变得简单.即 

5z — 2 = 2 , 3 

z(z~l) ~ T 十 ’ 

由于当0< 丨<1时 2/ z 已经是洛朗级数，当0< | 1 | <1时 3/ G — 1>也是洛朗级数，因此 


r 5之 一 2 

J C 2：(2：— 


dz = 2 兀 £(2) +2 兀 £(3) = lOici. 


64单个留数的应用 

如果柯西留数定理(第63节）中的函数/在 C 的内部解析，有时候找出一个与/相关的其 
他函数的一个留数来计算/沿 C 的积分是很方 便的. 我们把这个方法作为一个定理 0 . 


© 这个结果源自于留数在无穷远点的留数注记，本书中我们将不会叙述.关于留数在无穷远点的理论的更多细节， 
请参考 R. P. Boas ，Invitation to Complex Analysis j pp. 76 — 77，1987. 
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[2281 


定理如果 C 是一个正向的简单闭围道，/在整个复平面上除了 C 的内部的有限个点外解 
析，则， 


J c /( Z )dz=2 7 riRes[^/(|)]. 


( 1 ) 


为了推导表达式 （1) 我们首先做充分大的圆周 I H = 亿 使曲线 C 在它的内部（图 86). 



如果 C 。 代表正向的圆周 I z | = K 。 这里1?。>私，我们从洛朗定理(第55节）得到 

f ( z ) = 2 c - z " (私 <UI <°°)， ⑵ 


这里 


2ni\c 




(w = 0, 土 1，士 2， _••)• 


ic 0 r 

如果令表达式 (3) 中的《= — 1，我们发现 


^0 


f { z)dz = : 


(3) 


(4) 


由于式 （2) 成立的条件不是 0< I z I < i ? 2 , 系数二:不是 / 在点 z = 0 的留数， z =0 甚至可能不 
是/的奇点，但是如果在 (2) 中用 1/ z 来代替 z ， 我们发现 

因此 

c -> = ?-0(士)]. ⑸ 


根据等式 （4) 和（5)， 


j c 2«Res[^/(^)]. 


最后，由于/在 C 和 C 。 围成的闭区域内解析，根据路径变形原则（第46节推论 2) 结论 （1) 
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成立 • 


例在第63节中，我们通过找出 / U ) 在 z =0 和点的留数来计算 

5 sr — 2 


/⑴= 

沿圆周 I z I =2的逆时针方向的积分.由于 


z(z— 1) 


Ml): 


5-2 z 


(1 — z) Z 1 — z 

=( 音 - 2)(l+z + z 2 -| ) 

= i + 3 + 3 z + …（0<丨2丨<1)， 
z 

我们看到这里可以用上面的定理，这里留数为 5. 精确地说， 

[ ——= 27«'(5) = lOjti, 

Jc z(z — 1) 

这里 C 是题目中的 圆周. 这个结果显然跟第63节中的结果相同. 


练习 


1. 找出下列函数在 z =0 点的留数 

(a)^; ⑹ O (c )^； ⑻， <e) 2 -4^- 

答案： （a)l; (b)-l/2； (c)0； (d)-l/45； (e)7/6. 

2. 利用柯西留数定理(第 63 节）计算下列函数沿圆周丨 Z I =3正向的积分 

⑷迎^⑹晋^祝—|) ; ⑷畏. 

答案： （a)—2ici; (b) —27ri/e; (c)xi/3; (d)2ni. 

3. 利用第 64 节的定理计算下列函数在沿圆周 I % I =2 的正向的积分 

( a ) T ^? ! ( b ) TT ? ; ( c ) 7- 

答案： （a)—2m’； （b)0; (c)2?d. 

4. 令 C 表示圆周 I z I =1 的逆时针方向，用下面的步骤证明 

l c ex P( Z + l) dz = 27 ti § n!(nW 

( a ) 利用 〆 的麦克劳林级数和第59节定理1,逐项地求积分，得 



( b ) 利用第63节的定理求 U ) 中出现的积分以得出结论. 

5. 设多项式 

P ( z ) = a 0 + a!z + a 2 z 2 + .” + a„z" (a„ ^ 0) 



Q(z) = b 0 +&Z + 622 2 + … +b m z m (6^960) 

的次数满足 m >；2 + 2. 利用第 64 节的定理证明若 QU ) 的零点都在简单闭围道 C 的内部，则 

、 L ■譜一 

(与练习 3( b ) 做一下比较 .） 

65孤立奇点的三种类型 

我们在第62节看到留数定理是建立在/有孤立奇点 z 。 的基础上的， /( z ) 在去心邻域0< 
I I < i ? z 能被表示成洛朗级数 

/(2) = + ^ + + + + ••- ⑴ 
其中包含 Z - Z 0 的负次幂的部分 

6 】 -J _ b -l _ I -1- ^ - 1- … 

Z~ Zo (z— Zo ) 2 (z — z 0 ) n 

叫做 / 在 A 的主要部分.我们现在利用主要部分来定义孤立奇点 々的三 种类型 • 这种分类将 
有利于我们以后几节的 学习. 

如果/在20的主要部分至少有一项不为零，且不为零的项有有限项，则存在正整数 W 使得 
& 关0 和 6^+1 = 6^+2 =…= 0. 

即，展式 （1) 具有形式 

f ( z ) = y ^ J a„(z — z 0 ) n 4- - h -— — ― rr + 

n =0 

I 


Z 一 Z 0 ( Z 一 2： 0 ) 
(0 << I z — z Q |<c_r 2 )， 


这里关 0. 在这种情况下，孤立奇点 Z 。 叫做 m 级极点 0 . w = l 级极点经常称为简单极点 • 
例1函数 


( 2 ) 


z 2 — 2z + 3 _ z(z —2)+3 
z — 2 z~2 


x + = 2 + (z-2)+-^ (0<U —2 |<oo) 

2 ： — 2 z — L 


在2。= 2有一个简单极点 (rn = l )， 它在 A = 2 的留数为卜 =3. 
例2函数 

sinhz 


芏小… 


--7(^fT + fT + f!+-)=7 + ^*l + ft + fT + 

- (0 <1 Z |< oo) 

在 Z 。 有一个 w = 3 级盛点，留数为*1 = 1/ 6 . 

还有两种情况，一种是主要部分的所有系数都为零，另一种是有无限项系数不为零- 
当所有的乂都为零时，有 


© 第64节的脚注中所提到的 R. p. Boas 的书中解释了术语极点的 意义. 
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= ^a n {z — z 0 Y = a 0 + a x (z~ z 0 ) +a 2 (z — z 0 ) 2 H - 

n = 0 

(0 < I z — z 0 I < i ?2) ， (3) 

点々称为可去奇点.注意可去奇点的留数为零.如果我们已经定义或者重新定义/在％的值使 
/( zo )= a 。， 展式 (3) 在整个圆盘丨 | < R 2 内 成立. 由于一个级数在它的收敛域内代表一不 
解析函数(第59节），因此，定义了 /在 z 。 的值 以后， /在 z 。 解析.所以奇点 z 。 是可去的. 

例3点是函数 


如=¥ = 外十 . I ；—!；+_")] 

(0 <i z i<°°)- 

的可去奇点，当定义/(0) = 1/2后，/即为整函数. 

当主要部分的系数有无穷多项不为零的时候， Z 。叫做/ 的本性奇点. 一个关于函数在本 
性奇点附近的性质的重要结论是 Picard 给出的. 即如果 a 为 / U ) 的本性奇点，则对于每一个 A 关 
㈤ ， 除掉一个可能值八=泉外，在 a 的任意邻域内必有无穷多个点 z , 使 /( z )= A e . 

例 4函数 




(0<| Z |< OO) 


有一个本性奇点％=0,这里留数6,=1.作为 Picard 定理的一个例证，我们来说明 exp ( l / Z ) 
在原点的每个邻域内有无穷多个点取值为 _1. 我们首先回忆一下第28节的例子，当 2 =(2” 


+ 1)3 tKw — 0, 士1，士2，…）时， exp ( l / 2 ：) = —1. 即当 


Z = (2 n + l)ni ' T =_ (2 w + l)jt 


(n = 0, ±1，士 2,…） 


时， exp ( l / Z ) = —1. 在原点的任意给定的邻域内显然有无穷多个这样 的点. 由于对 任意〜 
exp ( l / z )^0. 零就是 Picard 定理中那个除去的值. 

在这一章接下来的几节中，我们将要进一步学习上述定义的三种孤立奇点.我们将着重用 
行之有效的办法来判断奇点的类型并且求出相应的留数. 


练习 


1. 写出下列函数在各自的孤立奇点的主要部分，并且判断奇点是极点、可去奇点，还是 


本性 奇点： 

( a ) zexp (^); ( b )^; ( c )〒（ d )， ( e ) (2^7- 


2. 证明下列函数的奇点都是极点.确定极点的级数 m 并求 出柑应 的留数 


1 — cosh ^: 


( b ) 


1 — exp (2 z ) 

? ： 


( C ) 轉 • 


© 关于 Picard 定理的证明，请参考附录六中 _ 引用的 Markushevich 的书第 BI 卷 51 节 . 
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答案： （a)w=l，B=-l/2； (b)w = 3, B = -4/3； (c)m=2, B = 2 e \ 

3. 假设 / 在点 z。 解析，令发 (z)=/(z)/(z—z。）. 证明 
(a) 如果 /(z。） 关0,则 z。 是 g 的简单极点，留数为 /(z。）; 

_ (b) 如果/(2。）=0,则 z。 是 g 的可去 奇点. 

提示： 正如第53节所述，由于 /U) 在 z。 解析，所以可以展开为泰勒级数.把这个级数的 
前几项写出来就能得到结论. 

4. 把函数 


写成 


说明为什么 60) 在 z = ai 可以展开为泰勒级数， 然后利用它证明/在的主要部分为 

fUi)/2 , ^iai) , Hap = 一 i/2 — a/2 _ a 2 i 

z — ai (z — at ) 2 ( z — ai) 3 z — ai ( z — ai ) 2 (z — ai ) 3 


(z 2 +a 2 ) 3 


/(Z) = 7 J ^ ? ， 其中心 ）= 8fl3z2 


U —ai) 3 


{ z^raiY 


66 极点的留数 

若函数 / 有一个孤立奇点❹， 鉴别％ 是极点并且找留数的最基本的方法是写出洛朗级数， 
看 1/U — ☆) 的系数.下面的定理提供了描述极点和找出留数的另一种方法. 

定理孤立奇点2。是/的 m 级极点当且仅当 

Hz ) 


f(z) 


Cz-Zo) m 


这里 Wz) 解析且 fU。） 弇 0. 而且 


Resf ( z ) = ^( z 0 ) ,如果 m=l， 
= tm-=' ( lTT ， 如果 


注意由于々 (c) (Zo)=^(z。） ， 0! =1 ，当 m=l 时，表达式 （3) 就退化为 （2). 

证明设 / U) 具有形式 （1) 且 ⑹在 z 0 解析，因此在％的某个邻域I 2： — A | <e 内多 O) 
能展开为泰勒级数 

=^(z 0 ) + . 》) ( z _ z 。) + 令 _ Z。) 2 + … 




( z — z 。)™ -1 + y ~! 


(m — 1 )! 

由表达式 （1) 知当 0< I z—a I < e 时 

Hz 0 ) , f (go )/1! 




(z — Zo ) n 


JXz ) 


(z — z 0 ) m (z — z 0 y 


fUo )/2 l 
iz — Zo )" 1-2 
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+ ^ Uo )/(^- l )! + ^^) (z _ Zo) ^ ⑷ 

z — z o ™ «! 

由上及 Wz 。） 关 0知2 。是 / u ) 的 m 级极点.1/(2—2。）的系数告诉我们，/(幻在2。的留数正如 
定理所述. 

另一方面，假设我们知道 々是 /的 m 级极点或者 /( Z ) 在去心圆盘0< | z — z 。 | < i ? 2 内 
具有洛朗展式 


/ U ) =^ a n { z - z o r 


(z — z a y 


I _ b„- x _I_ b m 

^ (z- Zo r 

x j (z — z 0 )"'f(z) ,z 9^ Z 0 

Hz )= 

\b m ,z = z 0 

•在整个圆盘 I z- 2o I < r 2 内显然可以表示为幂级数 


ib m ^ 0) 


Hz) = b m +b m - 1 (z — z。）+ … +6 2 (z — z。）™ -2 +6| (z — z。）™ -1 + ^)a„(z — z。）—” 

SK Z ) 在圆盘 I z - z „ I < R 2 内解析，特别是在％解析， 由于# ( 2 。）= 6„^0°，表达式 （1) 就被证 
明了.定理证毕. 


67 举例 

下面的几个例子是为了例证前一节的定理. 

例1函数 / U ) = ( z + l )/0 2 + 9) 有一个孤立奇点 2 =3:'且可以写成 


/(z) = 爲，其中 


Z+1 

z + 3 i 


由于 40) 在 z = 3 i 解析，且扒 3 i ) = (3 — i )/6 关0, z = 3 i 是/的简单极点，这一点的留数为战 
= (3-0/6. 点 Z =—3 i 也是/的简单极点，留 数为氏 = (3 + 0/6.. 

例 2如果 /( Z ) = ( Z 3 + 2 Z )/ U — i ) 3 则 

/( z ) = 必(幻、 3 ，其中 Hz ) = z 3 + 2 z . 

Cz — i) 

必 U ) 是整函数 ， KO = i ^0. 因此/有一 个三 级极点这一点的留数为 
B=^f = 3 i . 


当然此定理也可以应用于涉及到多值函数的分支. 
例3假设 


f(z) 


( logs :) 3 

^ TT 9 


对数函数取 


logz — Inr + id ( r > 0,0 < ^< 2 n ) 
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这一分支.为了找出/在 Z = t 的留数，我们令 

/ U ) = _, 其中？ = 

Z 一 l ' z -f- l 

函数 4 U ) 在 解析； 又由于 

^=^=<^■±^2)： = _g 尹 0 ， 

2 i 2 i 16 

[2361 所求留数为 B = ? Ki ) = — 7 r 3 /16. 

虽然第 66 节的定理非常有用，但是直接运用洛朗级数判别一个孤立奇点为几级极点是最 
有效的方法. 

例4例如函数 


在奇点 z =0 就需要展开，因为如果令 

/( z ) = 4( z )/ z 4 , 其中多 ( z ) = sinhz , 

运用第66节的公式 (3) 得 m = 4. 但是用公式 (3) 必须有? K Z () )#0. 在这种情况下，最简单的找 
出留数的办法是像第65节的例2 —样把 / U ) 的洛朗展式的前几项写 出来. 由此即得 z = 0 是 
三级极点，留数为 B = l /6. 

有些情况下，可以有效地把级数方法和第66节的定理结合起来. 

例 S 由于整函数 z ( 〆 一1) 的零点为 

z = 2 rmi (w = 0, ± 1，士 2，…）， 

显然 z =0 是函数 

/(z)= 

的孤立奇点.由麦克劳林级数 

一 1 + 5 + 義 + |^ + … (I z\<co), 

我们得 

以 -1) =痛 + 義+ * + ".)=〆 (1 + 6 +fy + “.） （卜 1<-). 

因此 

[2371 /( Z ) = 其中⑹= 1 + z /2!+ 1 z V 3!+-- 

由于 #( z ) 在2：=0解析且必(0) = 1尹0，点2： = 0是二级极点；由第66节公式 （3), 留数 B = 
♦'⑹ • 因为在原点的某个邻域内 

,_ -( l /2!+2 z /3! + …） 

^ (z) = (l + z /2!+ Z 2 /3!+m) 2 
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因此 fi =_ l /2. 

还可以通过让 z (<_ l ) 的级数表示除1，或者用第61节1/( 〆 一 1) 的洛朗级数乘以 l / z 的 
方法来求留数. 


练习 


证明下列每个函数的奇点都是极点.确定极点的级数 m ， 并求出留数 B : 


(a) 




( b )( 


2? fl ) 


( c )- 


答案： （ a )/ n = l ， B=3-, ( b)m = 3 , B =— 3 / 16 ; ( c ) m = l , B =± i / 2 兀. 
2 . 证明 

1+! 




I z I >0, 0<arg2 ： <27r); 


( b)Res 


Logz _7t+2z' 


二 U 2 + l) 2 8 

3. 求积分 


沿圆周 （ a ) I z -2 I =2； ( b ) 
答案： （ a )7 ri ; ( b )6 w . 


I 2 : I >0 ， 0<argz<27t). 


lc (^ 


3z 3 +2 


dz ， 


l ) U 2 +9) 

I =4 的逆时针方向的值. 


4. 求积分 


r dz 

jcz 3 U + 4)’ 


沿圆周 ( a ) 丨 H =2； ( b ) I z +2 I =3 的逆时针方向的值 • 

答案： （ a ) 町 732; ( b )0. 

5. 求积分 

f coshirz j _ 

J cz ( ， +l) dz 

的值，这里 C 是圆周 I z I =2 的正向 • 

答案： 4 ni . 

6. 利用第 64 节的只含一个留数的定理，计算 / U ) 沿圆周丨 z | =3的正向的积分，其中 

(3 z +2) 2 z 3 (l — 3 z ) 


( a )/( z ): 


( c )/( z ): 


z 3 e 1/g 

'!+?• 


( b )/( z )= 


(l + z)(l + 2 Z 4 )' 


答案： ( a )97 ti ; ( b ) —37 ti ? ( c )27 tf . 


[2381 
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68解析函数的零点 


函数的零点和极点有密切的关系.实际上，我们在下一节将看到零点是极点的根源.然 
而，我们首先需要一些有关解析函数的零点的结论. 

假设函数/在 z 。 解析.我们从第48节知道/在=。点的各阶导数/ (>1) (2)(«=1， 2 , …） 存 
在.如果 / U ) = 0 并且存在正整数 m 使 / ( m ) U ) 关0,低于 m 的各阶导数在 z „ 点的值都为零， 
则 z 。 称为/的 m 阶 零点. 我们这儿的第一个定理给出了 m 级零点的一个 性质. 

定理1 函数/在 z 。 解析且以 ☆ 为 m 级零点的充要条件是存在函數茗在2：。解析且 g (» 0 ) 


关0,使 


f(z) = (z~ z 0 ') m g(z). 


( 1 ) 


定理的充分性和必要性的证明都用到第53节的 事实： 如果一个函 数在％ 解析，则它在％ 
的某个邻域 I z 。 | < e 内能展开为泰勒级数 • 

假设表达式 （1) 成立，由于 gU ) 在&解析，因此在2：。的某个邻域 I Z — Z 。 丨 < e 内能展开 
为泰勒级数 

g(z) = g(z 0 ) 4- 8 斤 ) (z-z。) + — z 。） 2 + … 

所以当丨 z—Zo I < e 时，表达式 （1) 即为 

f(z) = g(z 0 )(z — z 0 ) m + 8 巧。 ) (2 - + - z。）™" 1 " 2 + … 


[239] 


由于这是 / U ) 的泰勒级数展开式，根据第60节定理1，得 

/ U 。） = f \ z 0 ) = /' U 。） =…=尸旷 1 ) U 。） = 0 
/ ( m , ( z 0 ) = m \ g ( z 0 } ^ 0. 

因此 z 。 是/的 w 级零点. 

反过来，假设/具有 w 级零点在^解析，由（ 2) ，/在 A 的某个邻域丨 


内能展开为泰勒级数 

/⑴…一 [7 

严 2 )(之 0 ) 


n \ 

f (m+l) ( Zo ) 

(m 十 I) !— 


iz-zo') 


(m 十 2)! 


夕 +_ 


即， / U > 具有形式 （1)， 这里 


(…。)+】(…。) 2+ … （卜 


m \ . + ' (m + 2)! 

最后一个级数在 I z - Zo I <& 的收敛性保证了 g 在此解析，特别是在 A 解析.而且， 

/ <m) (zo) 


茗（之 0) 


古0_ 


(2) 

(3) 


<e 


定理证毕. 
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例4=0是整函数 /( Z ) = Z (/ — 1) 的 m = 2 级零点，这是因为 
/(0) = /(0)=0 和 /(0) =2^0. 
这里边表达式 （1) 中的 g 是通过如下方式定义的 



它在 z =0 解析，实际上还是整函数(参考60节练习 4). 

接下来的定理告诉我们解析函数的重点是笋立的 • 

定理2 给定一个函数/和一点 z Q , 假设 
(i)/ 在 z 。 解析； 

但 / O ) 在 z 。 的任意邻域内不恒等于0， 

則在 z 。 的某个去心邻域 0< | z — z 0 丨 <e 内， /( z ) 关 0. 

证明设/如上所述，则/在 A 的所有导数不可能全为零.如果不然，/在 A 的泰勒级 
数的系数就会全 为零； 这意味着 / U ) 在 z 。 的某个邻域内恒 为零. 从本节开头的 m 级零点的定 
义知 z 。 是/的级零点 ，根据定理1，有 

/( z ) = ( z - z 0 ^ g (. z ) (4) 

这里 gU ) 在％解析且 g ( z 0 ) 判. 

由于 g 在 z 。 解析，所以连续，又由于 〆 A ) 关0，因此存在 z 。 的某个邻域 I | < £ 使 

得在这个邻域内等式（4>成立且 〆 z ) 尹 0( 参看第17节），即有在去心邻域0< | I <£内 

f ( z )^0. 证明就完成了. 

最后一个定理是关于具有非孤立零点的函数的，它在前面的第26节就曾经提到过，读者 
可以和上面的定理2做一下比较. 

定理3给定一个函数/和一点 z 。， 假设 

(i) / 在包含 z 。 的某个邻域 N 。 内 解析； 

(ii) /( Z o)=0 且 在包含 z 。 的每个区域或线段上有 /U)=0( 图 87 )， 

則 /( z ) 在 N 。 内恒等于0，即在 N 。 内 f ( z )=0. 



图 87 


证明在上述条件下，在 A 的某个邻域尺内 /( z )=0. 否则，根据上面的定理 2 ,在 A 
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的某个去心邻域内 /( z ) 关0;这与在包含 z 。的每个区域或线段上有 / U )=0 矛盾.由于在 N 
内 fU )=0, 所以 / U ) 在％的泰勒级数的系数 

a „ = ^ (n) - Z °-(?2 = 0，1，2,…） 
n \ 

全为零.由于在 N 。 内的泰勒级数代表了 / U )， 所以在 N 。 内 / U ) 二 0. 这就完成了定理的 
证明. 

69零点和极点 


下面的定理说明了怎样由 m 级零点得到 m 级极点. 


定理1 假设 

( i ) 两个函数/>和 g 在点2：。解析； 

( ii ) p (2： o )#0， 之。是 g 的 m 级零点. 

则之。是 p ( z )/ q ( z ) 的 m 级 极点. 

证明设/>和《7如定理中 所述. 由于％ 是？ 的 m 级零点，我们从第68节定理2知道在 a 
的某个去心邻域内 q ( z )^0, 因此^是商 pU )/^ U ) 的孤立 奇点. 由第68节的定理1 
q ( z ) = (z — ZQ ) m gCz ) , 


这里 g 在〜 解析且由上式得 


pU) 

q ( z ) 


piz^/giz) 

( z ~ z Q ) m 


( 1 ) 


由于 pU )/ g U ) 在 2：。 解析且/ >(^o)/q(2o)^C, 从第 66 节的定理知 Z 。 是 />(2：)/ g ( z ) 的 w 级 


极点. 

例1两个函数 

p { z ) — 1 和 qiz ) — z ( e z ― 1) 

都是整函数；我们从第68节的例题中知道2。=0是 g 的 m = 2 级零点.从定理1知这一点是商 


z(〆 一 1) 

的二级极点.这就从另一方面论证了第67节例 5. 

定理1告诉了我们鉴别简单极点和找出相应留数的另一种方法’这种方法有时候要比第 
66节的方法 简单. 

定理2设两个函数和9在 z 。 解析.如果 

p ( z 0 ) ^ 0, qdzo ) = 0 和 q ’（ z 0 ) # 0, 



則 A 是商 / Kz )/ gU ) 的简单极点且 




( 2 ) 


证明假设 > 和 g 如上所述，由所给条件知％是函数<?的1级零点_根据第68节定理1’有 
q ( z ) = (z — Zo)g(z) (3) 

这里 g 在 a 解析且 gQ 。） 关 o . 本节的定理1告诉我们％是的简单极点，它的证明 
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中的等式 （1) 变为 


p ( z ) = p ( z )/ g ( z ) 
q ( z ) z — z 0 • 


p ( z )/ 尽 U ) 在 A 解析且 p ( z 0 )/ g ( z o )^0； 由第 66 节定理知 


P ( Zo ) 

g ( z 0 y 

对等式 (3) 的两 4 求导，并令。得 〆 ^>)= g '( z 。）， 表达式 (4) 即为 （2). 
例 2 考虑函数 


f ( z ) = cotz — — ：—， 
smz 

这是两个整函数 〆 z )= c OS z 和 9 U ) = S in 2 的商，这个商的奇点是 g 的零点，即为点 

z = rnt (/2 = 0* ± 1, ± 2,*") 

由于 

pimz ) = (― l) n ^ 0, q ( rnt ) = 0, q imt ) = (― l) n ^ 0, 

/的每个奇点都是简单极点，具有留数 

例3函数 

/(,) =哗= - 4 ^ - 

z z coshz 

在 coshz 的零点2 = 7^72的留数可以通过如下方法很容易地求出来.令 
p { z ) = sinhz 和 q ( z ) = z 2 coshz . 

由于 


/>(y )= sinh(y )= zsin y = z # 0, 

9 (f) =0 ’ q, {^y (f) 2 sinh (f) =_ r ^ 0, 


我们发现 z = h /2 是 / 的简单极点，并且在这点的留数为 

q r (Ki/2) 兀 2 

例 4 我们可以通过如下方法找到函数 


f ( z ) 


在孤立奇点 


r 4 +4 


1 + ； 


的留数.令，户 q ( z )= z 4 + A . 由于 

p ( z 0 ) — z Q ^ 0, q ( z 0 ) = 0 9 q izo ) = 4 zl ^ 0, 


(4) 
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/有一个简单极点在这点的留数为 

D _ pizo') _ z 0 _ 1 _ 1 _ i 

Bo = 7U) = 4^ = 4^ = 87 =_ ¥' 

[2441 虽然此题也可以通过第 66 节的方法来求，但是计算可能会有点麻烦. 

对于高阶极点也有类似于公式 （2) 的公式，但就是比较麻烦，^般情况下是不用的. 

练习 


1. 通过如下方法证明 z = 0 是函数 

' f(z) - 

的简单 极点： 

( a ) 第69节的定理2; 

( b ) 第61节练习2的 cscz 的洛朗展式. 

2. 证明 

( a ) Res ?~ sinhz - f 


sinz 




sinhs : 7 c * 

2cos7ri. 

sinnz z=-ni smn 之 

3. 证明 

( a ) Res ( zsecz ) = (— l ) n + x z n » 这里 = 吾 + 咖 （ n =0， 士1，士2，…）; 

( b ) Res ( tanh2 ：) = l , 这里 ( 晋 + wtc ) z . (n = 0, 土1，士2，…）. 

4. 设 C 是圆周 I z | =2的正向，计算下列积分 的值： 

( a ) I tarmlz :; ( b ) J ^ 


dz 

sinh2z ' 

答案： （ a)_4ju ’； (b)—7ii. 

5 .设是由下列直线所围的正方形边界 


这里 N 为正 整数. 证明 

f 各 

Jc N z sinz 

然后由 」 V — oo 时这个积分的值为零（第41节练习7)，证明 

(- 1) 出 7T 2 

~ = 12- 


(JV + Y )3 t 和 ； y = 士 (N + y )7 t ， 

2, ri [ l +2 l ! w 1 ]- 

节 g 

E , 


[2451 


6. 证明 
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L 


dz 




IP 十3 

这里 C 是由直线 : c = ± 2 , 3 - = 0 , y=l 所围的矩形的边界的正向. 

提示： 注意到多项式 g ( Z ) = U 2 — l ) 2 +3 的四个零点是的平方根，倒数 1/ 9 U ) 在 C 
上及其所围的区域内除了 


— 芯 +i 

_ 了 


— v ^~+ ； 

V 2 


外解析，然后运用第69节定理 2. 

7. 考虑函数 


级极点，且/在这点的留 


这里 9 在 Z 。 解析且 g ( z e ) = 0， q ’（ z 0 ) 判. 证明 z 。 是函数/的） 

数为 

R _ g 〃 (z 0 ) 

纨- [ 〆 ⑹] 3 . 

提示： 注意到 Z 。 是函数9的 rn = l 级零点，因此 

q ( z ) = (z 一 Zo ) g ( z ) , 

这里 gU ) 在 z 。 解析且 & U 。） 关 0•令 

作 ) = ^ 7 ’ = 

然后由 

q ( z 0 ) = g ( zo ) 和 g 〃( z 0 ) = 2 g '( z 0 ) 

得到所求的执=/(〜）的 形式. 

8. 利用第7题的结论找出下列函数在 z =0 点 的值. • 

( a )/( z ) = csc 2 z ; (b)/(z) = “+ 1 /) 2 . 

答案： （ a )0; (b)-2. 

9 . 令 p 和 g 表示在 A 解析的函数，这里 P ( z 。） 关0, ?( 2 »)=0. 证明如果 z 。 是商 〆 d / 
g ( Z ) 的 m 级极点，则 々是 9的 m 级零点（与第69节定理1作一下比较). 

提示： 由第66节的定理我们可以令 

Hz ) 


p ( z ) 

g ( z ) (z — z 0 ) m 7 

这里 ⑹在 z 0 解析且 Hz o )^0. 解出 gU ). 

10. 第 10 节中提到如果在的任意去心邻域内都有集合 S 中的点，则2。称为5的聚点. 
Bolzano-Weierstrass 定理可以用如下形式 描述： 有界闭城 i ? 中的无穷点列在尺中至少有一个 
聚点 e . 运用这个定理和第68节的定理2， 证 明如果 i ? 是由简单闭围道 C 及其内部组成，除了 


[2461 


Q 例如，参考 A. E. Taylor and W. R. Mann, Advanced Calculus , 3d ed. ， pp. 517 和 521’ 1983. 



在 C 内可能的极点外，函数/在 K 上解析，如果/在边界上不为零，在 c 内的零点都是有限 
阶的，则这些零点一定是有限个. ' 

11. 令 R 表示有简单闭围道 C 及其内部组成的区域.利用 Bolzano - Weierstrass 定理（练习 
10) 和极点都是孤立奇点，证明如果除了 C 内的极点外，函数/在上解析，则这些极点一定 
为有限个. 


70解析函数/在孤立奇点附近的性质 

正如第65节所述，函数/在孤立奇点 z 。 的性质由 z 。 是极点、可去奇点还是本性奇点决 
定. 在这一节，我们将对这个问题进行更深的 研究. 由于本书中其他地方都没有用到本节的结 
论，读者如果想对留数定理的运用有一个更快的了解，可以略过本节. 

定理1 如果 z 。 是函数/的极点，则 

lim/(z) = oo. (1) 

^ 2 0 

证明 设々是/的 m 级极点，由第66 f 的定理得 

Hz ') 


f(z) 


(z — Zo) m 


这里 Mz ) 在％解析且扒％)关 o . 由于 


lim -r^-T = lim 

…0 /(之） w 0 


(Jg 一 z 0 ) m 


lim(5 


Zo) m 


lim 於 （ z ) 


0 


因此根据第 16 节极限的性质知 a ) 成立. 

下面的定理将着重说明函数/在可去奇点附近的性质与在极点附近有很大区别 • 

定理2如果 z 。 是函数 / 的可去奇点，则/在 z 。 的某去心邻域 0< | z —z 。 丨 <e 内解析 
且有界. 

证明当适当定义 /( Z 。） 后，/在圆盘 I Z-Zo | < i ?2 内解析；当£<尺2时，/在闭圆盘 
| Z - Z0 I <£上 连续. 因此，根据第17节，/在这个闭圆盘上有界；即/在去心邻域0< 

| Z -Zo I <£内不但解析而且有界 • 

本节的最后一个定理是关于函数在本性奇点附近的性质的，它的证明要用到下面的与定理 
2相近的称为黎曼定理的引理. 

引理设函数/在 Z 。 的某去心邻域0< | Z — Z 。 | <e 内解析且有界.如果/在 Z 。 不解析， 
则 z 。 是/的可去奇点 • 

证明设/在2：。不解析，则 Z 。 一定是/的孤立奇点；因此 / U ) 在; r 。 的某去心邻域0< 
| Z-Zo I < e 内能展成洛朗级数 

/U) = ga„(z- Z o)"+S (z ^ Zo y ⑵ 

如果 C 表示圆周 I z-Zo I =(0 的正向，这里 p < e (图88)，我们从第55节知道展式 （2) 中的系 
数土可以写成 
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b - = tL (/-"!>" 



由函数/的有界性知，存在 M ， 使当 0< U — 丨 < e 时， | f ( z ) | < M 因此由表 
达式 (3) 


\ b „ I < ^ = Mp " (” =1，2,…) • 


由于系 数乂是 常数， （0 可以任意小，所以，在洛朗级数 （2) 中的 6„ = 0 U =1， 2,…），因此％ 
是/的可去奇点，这就完成了引理的证明. 

我们从第65节知道函数在本性奇点附近的性质是很不规则的，下面的定理跟前几节的 
Picard 定理很相似，它经常被称为 Casorati-Weierstrass 定理 • 即 在本性奇点的任意去心邻域 
内，函数值可以任意接近任何给定的值. 

定理 3 假设 z 。 是函数/的本性奇点，叫是任意 复数. 则对任意正数 e ， 办的任意去心 
邻域0< | z-zo I <3内，都存在 z (图89)，使 



(4) 


证明使用反 证法. 由于 z 。 是/的孤立奇点，因此/在某个去心邻域0< I z — z 。 丨 <5 
解析； 我们假设 (4) 对0< | z-zo I <3的任意 z 不成立，即当0< | z - z 0 丨 <5时，丨 fiz ) 
— w 0 I 因此函数 
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_ 


^ (Z) = (0<| …。|<占) 


(5) 


在它的定义域内有界并且解析.由上面的引 理知％ 是#的可去 奇点； 适当定义 gU 。） 使尽在 


2^0解析. 

如果 g ( z 0 )#0, 当0< I z — z 0 | 时，函数/(2)可以写成 

f(z) = - + 1 V 0 ⑹ 

如果我们令 

/(Zo) = ^b + "°- 

则/在 z 。 解析，即 Z 。 是/的可去奇点，而不是本性奇点，因此我们得到矛盾 • 

如果 g ( z 0 )=0 , 由于 g(z) 在 z。 的邻域 I Z—Z 0 | 不恒等于零，因此 2 。 是 g 的级零 
点，根据等式(6)， Z 。是/的 m 级极点（参看第69节定理 1). 这又是一个 矛盾； 因此定理3成 
[2501 立. * 



第 7 章留数的应用 

在上一章中，我们学习了留数理论，本章介绍某些理论的重要应用，这些应用包括在实分 
析和应用数学中用到的几种固定类型的定积分和广义积分的计算，值得注意的是一种建立在留 
数基础上的方法，它经常用来确定函数的零点，或者通过求留数和来寻找拉普拉斯逆映射。 

71广义积分的计算 

在微积分中，连续函数 / U ) 在半无限区间: c >0 上的广义积分是用如下等式来定 义的： 

[ f{x)dx = lim f f{x)dx. (1) 

Jo R—ooj 0 

当右式的极限存在时，就称广义积分收敛到此极限，如果/( X )在 所有的 X 都连续，则它 
在无穷区间 一 ooOCw 上的广义积分定义为 

[/( j ：) dj ： = liih I " fix ') Ax + lim [ 2 f ( x ) dx \ (2) 

J —oo -»ooj —.0 , 

当右式的两个极限都存在时，积分 （2) 收敛到它们的和，对应于 （2) 式的另一个积分值非常有 

用，即积分 表达式 （ 2) 的柯西主值 (P.V.) 

P. V. [ f(x)dx = lim [ / (x)dx, (3) 

J —oo —R 

这时要求右式单个极限存在. 

若积分 （2) 收敛，则它的柯西主值 （3) 存在，而且也就是积分 （2) 收敛到的值，这是因为 

| /(j：)dr = J" r /(_t)— cLc +J^/(x)Ar 

且当积分 (2) 收敛时，上式右边的每一个积分的极限存在.然而，当它的柯西主值存 
在时，积分 (2) 并不总是收敛，下面的例子就说明了这一点 . _ 

例观察 

P. V. [ xdx = lim[ xdx = lim = limO = 0. (4) 

J —oo R-*ooJ —R R—oo L ^ 」 _J? 

另一方面， ' 

r xdx= lim 「 xdx+ lim [ 2 xdx 

J —CO Rj - ►ooj —J?J Kg - * 00 ** ® 

=lim 「夸丫 + Hm 「 y"P , (5) 

Rj—ooL ^ 只 2 —乙 」0 

=- lim 罕 + lim 學； 

^oo L J? 2 -*oo z 

又由于最后的两个极限不存在，可以知道广义积分 （5) 不存在 • 

但是若假设 /( z ) (—⑴ <工<°°)为偶函数，即对任意的工均有 /( 一 t ) = /( x )， 由于: v = 
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/( x ) 的图形关于 y 轴对称，因而$下列等式 

[252] |V(x)dx = }JV(x)dx, 

由上述等式我们可以知道，当柯西主值 (3) 存在时，积分 （1) 收敛于该值的一半，此外，由于积 
分 （1) 收敛以及 


J: f(x}da: = 

积分 (2) 收敛于积分 （1) 的两倍，现在我们可以得到如下 结论： 如果 /(1)(_00<1<00) 是偶函 
数，并且柯西主值 （3) 存在，则积分 （1) 和积分 (2) 都收敛，而且 

P . V . J fix)dx = | /(jE)dx = 2 J fix)dx. (6) 

接下来我们介绍一种利用留数的方法，这种方法将在下一节给出证明，经常用它来计算偶 
有理函数 / U ) = /> U )/ g (: c ) 的广义积分，其中 /( — x ) = /(: c ), Mi ) 和 g (: c ) 为互质的两个实 
系数多项式.我们•假设 gU ) 不存在实根但至少有一个根的实部大于0,该方法首先确定多项式 
所有实部大于0的互异根，显然，这些根的数量是有限的（参见第49节），不妨记它们为 
Zl , z 2 , 其中《小于或等于的次数，然后我们计算 

作)=溃 ⑺ 


在半 圆区域 沿正方向边界的积分(图90)， 



该闭围道是由从==—到的实轴部分和逆时针方向的圆周 I z | =1?的上半部分构 
成，用 C R 表示该曲线，我们认为尺是一个足够大的正实数，可以将点4， a ，…， z ” 都包含 
[2531 在上述的闭的路径中 • 

由63节中的柯西留数定理，将参数表达式 z=x( — 代人可得 

[ R /(x)dx+ [ /(z)dz = Res/(z), 

J —R J C R z ~ z k 

或者 

J 二 /(x)dx = Res/( Z )-J c fiz)dz. ⑻ 
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如果 


lim 


f f ( z)dz = 0, 
) Jc R 


P . V . [ /( x)dx = 2 ni ^"1 Res / C ^ r ). 

J-w 内 * 

如果 / Cr ) 是偶函数，由等式 (6) 可得 

[/( x)dx = Zni ^ Res /( z ) 
j -oo rrr 


(9) 


72 举例 


f fix)dx = ni ^ Res /( x ). 
Jo *=** 


(id 


我们现在用 71 节中的方法来计算广义积分. 
例为了计算积分 


我们首先观察函数 


的孤立奇点为¥+1 = 0的根，也就是一1的6个根，除此之外，在其余点都是解析的，通过我 
们在第8节对复数求根的方法，可以知道一1的6个根分别为 

c * ― ex P [《晋 + ^^) ] (是= 0，1，2,…，5)， 

显然任何一个根都不在实轴上，前面的三个根 

Co = e iK/6 , Ci = i , c 2 = e i5K/G » 

位于上半平面 （图 91)， 



fo ?TI dx, 


f ( z ) 


_ 


图 91 
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其他三个根位于下半平面， 当只 >1时，点 Ci a = 0, 1， 2) 包含在由边界 Z = X ( —尺 的 
实轴部分和从 z = 到 z =— J ? 的圆 I H = i ? 的上半部分(：《所构成的半圆区域内，计算 /( Z ) 
沿着这个半圆区域边界逆时针方向的积分，我们有 


HZ 


U)dx+ f(.z)dz = 2izi(Bo + B, + B 2 ) , 


( 1 ) 


其 中艮是 / U ) 在 c A a = 0， 1， 2) 的留数. 

利用 69 节的定理 2, 我们知道点^是函数/的简单极点，因而有 


B k = Res 




(k = 0,1,2). 


因此 


( 2 ) 


2m (B 0 + Bi + B 2 ) = 2ni ^ 一 ^ + 喜 ) = 營 ； 

等式 （1) 可以写成如下形式 

[/(x)dx = -?-—[ f(z)dz, 

J ~R i J C R 

[2551 等式对 尺>1 的任何值都成立. 

下面，我们来证明当 i ? 趋于⑺时， （2) 式右边的积分值趋于0,首先，当丨 Z | = i ? 时， 

U 2 | = UI 2 = K 2 

且 

U 6 + l || 2 | 6 -1 | = J ? 6 - 1 . 

因此， : C R 上的任何一点 z 都满足 

I /( Z ) I = I 二:+丨八 < Mr ， 其中 iVfjj = 

可以得到不等式 

J| c /( z ) d 2 |< M R 7 tR , 
xR 是半圆(^的弧长(参见 41 节），由于 

MrTcR = j 

是—个以为自变量的多项式的商，由于分子次数低于分母次数，当 K 趋于°°时，函数必趋 
于0.也即若将分子和分母同时除以庐，则有‘ 


(3) 


'： - M r tcR = - 
1 

显然可得趋于 0. 因此，通过不等式 （3) 有 
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lim f f(z)dz = 0. 

i?—ooj C„ 


现在就可以通过等式 （2) 得到 


+ 1 


dx = 


p . v .r 


工 6 


= f • 


由于被积函数为偶函数，由71节中的 （6) 式，我们可以得到如下结果 




练习 

利用留数计算练习1到5的广义积分. 

1 r 土 


jo 工 *■ 十 r 

答案： 7 t /2. 

o r 


- Jo u 2 + iy 

答案： tt /4. 

3 - lo 

答案： 7 t /(2 V 2). 

.r~ x z dx 


Jo ( X 2 + l )( x 2 +4). 
答案： tt /6. 

x 2 dx 


4 


( x 2 +9)(? +4) 2 . 

答案： 7 t /200. 

利用留数计算练习 6 和 7 的柯西主值. 
, f~ dx 


士 2工 + 2. 

xdx 


• 7 - J-oo u 2 +1)(? +2x + 2). 

答案： 一7 r /5. 

8. 利用留数和图 92 中的积分曲线（其中 尺>1)， 证明下列积分 • 


f°° Ax = 2k_ 
Jo X 3 + 1 3 V 3 


[2561 


(4) 


f257l 
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[2581 



图 92 


9. 设 m 、 n 均为整数，其中 0< m < n ， 通过以下步骤可以得到积分公式， 

_ r ^ri dx= i； csc (^ ii7t ) - 

( a ) 首先我们求出多项式/” + 1实部大于0的根，这些根是 


c t = exp^t (2 是丈 1)兀 ](是= 0，1，2 ，-.. ，n - 1> 

它在实轴上没有任何根. 

( b ) 利用69节的定理2,我们可以得到如下结论 

1= -合細 )。（ ㈣ ，1，2,1)， 

其中^是在 U ) 中求得的根， 

2m + 1 

a = ^r^- 

然后利用求和公式 

利用第10节练习7可以得到 

2ni ti ? A S ^TT = 士 

( c ) 利用 （ b ) 的最后计算结果就可以得到所要证明的结论- 
10. 积分公式 

1 ： CCWW = 志[况 +3)^ + av ^] ： 

其中 a 是任何的一个实数， A = y ^+ T , 来自钢铁通过射频加热的淬水理论 o , 可以通过以下 
步骤得到结论. 

( a ) 首先可以证明多项式 

q(z) = (z 2 — a) 1 + 1 


0 请参考附录 A 列出的 Brown，Hoyler and Bierwirth 的书 pp. 359-364. 
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中的四个根就是 a ± i 的平方根，同时我们有 

z 0 = + a + i\/A — a ) 

V 2 

且 一 z 。 是 a + i 的平方根(参见第 9 章练习 5)， 然后证明±5。就是 a — f 的平方根，因此就可以 
知道在半平面 lmz >0 中，只有 z 。 和一是多项式 g ( z ) 的零点. » 

( b ) 利用69节中练习7所得到的结论，为了将问题简化，我们假 SW=a + i ， 试证明 （ a ) 
中的点 々是 函数 /( 幻 = l /[ gU )] 2 的2阶极点，在 2 。点的留数可以写为 

n g 〃( z 0 ) — a — i {2 a 2 +3) 

1 — [^( zo )]" 3 = ~ UA ^ o ~ * 

利用 q — q ( z )^ q {~ z )=^ q \ z ) ， 用类似的方法证明 （ a ) 中 一 2 ：。也是函数 /( z :) 的2阶 

极点，留数为 

然后可以得到这些留数的和为 

1 r-a + i(2a 2 +3)l 
Bl + 执 — 8 A^ Im L 」. 

( c ) 参考 U ) 证明若 I z I 有 I q ( z ) I I ) 4 ，其中 i ?> I z 。 I ，再利用 （ b ) 的' 

最后结果完成积分公式的推导. 

73傅里叶分析中的广义积分 


留数定理可以用来计算形如 

| fix^sinaxdx 或 | /( x ) cosaxdx , (1) [ 259I 

收敛的广义积分，其中 a 代表一个正常数，和71节一样，我们假设 /( x ) = ^， 其中 p ( x ) 

和7(工)是两个互质的实系数多项式，另外， 9(0=0 没有实根，积分 （1) 在傅里叶积分的理论 
和应用中经常用到 e ， 71节和72节中的方法不能直接用到这里，因为 
| sinaz \ 2 = sin 2 ax + sinb 2 ay 


和 


I cosar | 2 = cos 2 or + sinh 2 a^. 


确切地说，由于 


e <^y 一 e ~ A y 
sinhajy = - ^ - 


当 3 >趋近无穷，模 I sinaz 丨和 I cosaz |像，一样增长，下面的例子由于 


Q 参考作者 Fowrier Series and Bount/ary Va/«e iVo6/ems，6th ed. ， Chap，7 ， 2001. 
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J /(x)cosordr + fj* 


1：/ 


(x)e^ dr ， 


I 产卜 I> I = I | = e ^y 


而在上半平面有界. 
例我们下面来证明. 


cos 3 *r 


rdx 


2 k 


( 2 ) 


J— «= (x 2 + l ) 2 

由于被积函数是偶函数，很容易证明积分的柯西主值存在并且能够将它计算出来，我们下面引 
进函数 


f(z) = 


(3) 


u 2 + v 2 

显然函数 /( z ) e ‘ 31 在实轴上方（包括实轴）除了点之外的任何点都解析，奇点 z == i 位于由 
[2601 实轴上的一的部分和从 z = K 到 z = — i ? 的圆周丨 z I = R ( R >1) 的上半部分 C K 所围 
成的区域内，将函数〜沿着区域边界积分，有 


其中 


Bi = Res[/(zV 3z ]. 


由于 




♦{ z ) 

(z-1) 2 


其中 Hz } 


e i3z 


P ， 


点 z = i 显然是函数/(幻，的: 


:2 级极点，并且 

Bi = f (0 = ^3. 

根据等式 (4) 两边的实部相等，就有下列等式 

ll #^=，- Re L/d 

最后，如果点 z 是圆周<^上的点，则有 

I /( Z ) 丨 < M R ，其中 Mr = ( j? z — I) 2 

对于满足上述条件的点 Z 有， U i3z 丨因此 

|ReJ c /(z)e i3l d z |< || c /U)Pd Z |<M R 7tR. 

1 u 

w ( 1_ f ) 2 


M R nR 


kR 

CR 2 — l ) 2 


(4) 


(5) 


(6) 
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当尺趋于 oo 时，上式趋于0,结合不等式（6)，在等式 （5) 中只需要令1?趋于《=，就能得到我们 
所要证明的结果 (2). [261] 

74若尔当引理 

在计算73节中所介绍的积分时，有时候需要用 到若尔当引理 e ， 我们作为一个定理给出. 

定理 假设 

( i ) 函数 / U ) 在除了圓周 | z 丨 = R 0 所包含的区域之外，在上半平面 y^O 的任何点都 
解析； 

(⑴用 C R 表示半圆 z = Re i9 ( O <0< w ), 其中 R > i ?。 （如图 93 所 示）； 



( iii ) 存在一个正常数^，对于所有在 C R 上的点 z ， 都满足不等式 /( z )< M r ， 并且 
limM^ = 0. 

則蚌于任何正常数 a 都满足等式 


lim 


f fU^dz = 0. 

Jc r 


该定理的证明建立在 若尔当不等式 


( 1 ) 


(2) 


的基础上，为证明这个不等式，首先注意到，当时，由函数 y = S in 0 和 : y = $ 的图形 
(图 94) 可知，对于该区间上所有的 (? 有 sii ^>2(9/7 t . 因此，如果及>0,则有 

，其中0<0<号， 

这样，就有 

J j p e = 盖 ( 1 — ). 


[262] 


© 参考 38 节的第一个 _ 注. 
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[263] 





2 

图 94 




因此 


(3) 


J" o V' 編 d0< 壶 (jR>0). 

但是，由于; y = sin(9 的图形在区间上关于直线 0 = ir /2 对称，因此这只是不等式 （2) 的 
另一种形式. 

现在，我们转向证明极限（1)，假设条件 ( i ) 〜 （ Ui ) 满足，并用参数表达积分式 
J f ( z ) e i,t dz = J f(Re w ) exp ( iaRe ia ) iRe ' e dd . 

由于 

I fCRe ie ) |< M „ 和 I exp ( wRg ^) \^ e~ M 
同时根据若尔当不等式 (2)， 可以得到如下结果 


|| c f{z)e--'Az < M R R^e-^dd < 


当尺~*00时0， （1) 的极限就得到 证明. 

例我们来计算下列积分的柯西主值 

「°° J：sinxdj： 

J -«d x 2 + 2x + 2 

一般来说，它的存在性可以通过实际计算 确定. 

我们记 

r ( ^ _ Z _ _ Z — 

Z z 2 + 2z + 2 (z — zi)(z — Zi) 

其中 z ,= — 1+;， 点 21 位于: T 轴上方，它是函数 / U ) 一的一个简单极点，又有留数 

R - z ' e °* 

Z! — Z\ 

因此，当 R > 42 M Cr 是 | z | = jR 的上半部分的正向弧时，有 

「 z X St ^ T 9 = 2niBl ~ f f ^ e " dz - 

J~r j： 2 + 2x + 2 ' J C R 

显然，两边的实部相等，即 

f R i m(27iiBi) _ Im r /(2) ^ d2 . 

)-R x 2 +2x + 2 JC R 


(4) 


(5) 





又 
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| Im | f ( z ) e iz dz | ^ | J , /(zXdzj ; (6) 

同时，我们注意到当2是<^上的点时，有 、 

I f ( z ) |< M r , 其中 m r = ―^― 

(. R - 42 Y 

和丨 f 丨 =^--<1, 如果利用我们在72节和73节中的方法，则不能得到不等式 （6) 右边的表 
达式，而不等式的左边当趋于 〜时， 它趋于 0. 由于 

tzR 2 _ 丌 


M r kR 


( i ?- V 2) 2 


(- f ) 


当尺趋于 OO 时不趋于 0. (1) 式中的极限给出了满意的结果. 

因此，确实可以推出 （6) 式左边在 i ? 趋于 m 时为0,所以，由 （4) 式和 （5) 式可以得到结果 

P . V . r ^iardx = = -^-(sinl + cosl ). (7) 

J-oo X 2 +2x +2 e - 


练习 

利用留数计算练习 1 到 8 的广义积分. 

答案 : 

2 -1：^ (⑽. 

答案： f e _' 

答案： -^(\+ab)e-^. 

. f°° xsin2x , 

4 -Jo ^+ 3 dx - 

答案： yexp( —2V3). 

5.J 二 ㉝ U>0>. 


答案： 

6 .1:错& (a > 0) - 


^641 
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答案： 7 te ~ fl cosa . 
n r °° xsinxdx 


(: c 2 + 1)(: 2 + 4). 
x z siardr 


(工，+1)(工 2 + 9)* 

利用留数来计算练习 9 到 11 广义积分的柯西主值. 
sXnxdx 
+ 4 x + 5_ 

答案： _~^~ sin2 . 

答案： -( sin2 - cos2 ). 
e 

〜 cosx 


11 . 


dx (6>0). 


I(x + a) 2 + b 2 

12. 按照下列步骤计算 Fresnel 积分，在微分理论中该积分是一个很重要的定理 


| cos ( x 2 )dx = | sin ( x 2 )dx = ~ A J ^, 


U ) 通过沿着区间的正向，如图95,积分函数 expGV )， 并利用柯西- 


古萨定理证明 


f cos ( x 2 )dx = — f e ~ r2 dr — Ref dz 

Jo ^2 Jo Jc R 


| ； sin(^)dx = ^ 

其中 C K 是弧 Z = 


e~ r dr — Imj e aZ dz . 



[2661 


图 95 
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( b ) 首先证明下面的不等式， 

然后利用这个不等式并参考74节 （3) 式来证明 （ a ) 中沿着 C R 的积分值当1?趋近无穷时，趋 
近零. 

( c ) 利用 U ) 和 （ b ) 的结果和已经知道的积分公式 e 

完成其证明. 

75不规则路径 


在这一节和下一节，我们主要讲解如何利用 不规则 路径，我们首先给 出一个 在本节所要用 
到的重要极限. 

定理假设 

( i ) 函数 /( Z ) 在实轴上有一个简单极点 z = x 。， 在去心圆0< | z — X 。 | < i ? 2 ， 如图（96)， 
有洛朗级数展开，且留数为 B 0; 



( ii ) C ； 表示圓丨 z— X 。 丨 =^0 的上半部分，其中并且是沿着顺时针方向，则有 
limf /( z)dz =— B 0 iti . 

' r~oJc f ' 

假定条件 （ i ) 和 （ H ) 满足，现在我们来证明定理，由 （ i ) 我们可以将 / U ) 表示成 


其中 

也就是 


/(z) = giz) H - -- (0 < | z — x 0 | < J? 2 ) ， 

Z — Xo 

g(z) = — （I z — x 0 I < J ?2 )• 

n=0 

J c /( 2 )dz = j c ^( 2 )d, + B 0 ^^. 


( 1 ) 


( 2 ) 


0 参考 46 节练习 4 的脚注. 



200 


第 7 章 


函数在 I | < R 2 上是连续的，根据58节中的定理可以得到，如果我们选择一个数 

A 满足条件 /0 < (00 <沁（参见图 96), 按照17节的有关知识，我们有 g ( z ) 在闭圆 | 2 -^ 0 I <(00 
上一定是有界的，也即，存在一个非负常数 M ， 使得对于任意 | z - x „ | < p „, 

I gU ) |< M . 


同时，由于路径的长度 L 为[ = ¥，可以得到如下结论 


因此 


J g { z)dz | ML = MxCjO . 


lim g ( z)dz = 0. 

同理，在半圆上的点都可以用参数 

z = Xo pe' e (0 ^ ^ ^ 7 t ) 


表示，在 （2) 式中的右边的积分表达式的值为 


\c ^ r 6 =-1 


dz 

—c p Z — x 0 






因此 


limj — ― — =— vk. 


dz 

/r*0 J C p Z — JCo 

[268] 利用 （3) 式和 （4) 式，让等式 （2) 两边的 p 趋近于零立即就可以得到 （1) 式 • 
例修改在73节和74节中所使用的方法，来推导积分公式 0 


(3) 


(4) 


sinxj tc 

-T- dx = T 


(5) 


计算疒 A 在图97中表示的简单封闭围道上的积分，在图中 (0 和 i ? 表示正实数，其中 pCJ ?; 
U 和1 2 分别表示实轴上的区 间#:和一 户，半圆 C R 可以参照73节和74节的 
定义，引入半圆 Q 是为了避免计算积分时通过一 / z 的奇点 z = 0, 利用柯西-古萨定理，可以 
得到 


-dz + 




h e i dz + \/ i dz 


或者 





( 6 ) 


此外，由于 L 和一 L 2 的参数表达式分别为 


㊀这个公式来自傅里叶积分理论，请参看作者的书 FomW ; Series and ■BoMnAryVia/ae iVo6 化 ms ’ 6th ed. , pp. 206- 
208, 2001, 是用完全不同的方法推导的. 
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z = re i0 = r 和 2 ： = re iK =— r (户 

在 (6) 式中的等式左边可以表示为 

f = f C Ar -\ R €L Ar=2 i\ R ^Ar. 

Jl, z J-l 2 z J P r J P r J P r 

因此 


： dr=— f e - 

Jo r Jc z Jc R z 


dz. 


现在，由洛朗级数展开式有 

+ 哿， 


) 2 , ( ^) 3 

3! 


+^[+ iy 之 + ty/ +… （o < 丨 z 丨 < °°) 、 


很明显， f 在原点有一个简单极点，留数为1，因此，根据本节开始给出的定理有 

lim — dz =— 7ci. 

Jc z 


fr*OjC fi 


另外，由于 


(7) 


(8) 


|1| = ^T = 去 ' 

当上的点时，根据74节中的若尔当引理有 

iO =o . 

因此，在 (8) 中分别令 p 趋于0和 K 趋于00,可以得到结果 

2t| ^~dr = iti , 

也即得到 （5) 式. 

76绕支点的不规则路径 

在本节中所用到的不规则路径和前面—节所用到的曲线路径相同，不同的是前—节涉及的 




202 


第 7 聿 


是孤立奇点，而本节涉及的是支点. 
例积分公式 


[2701 


\nx 




Jo ( x 2 +4) 2 
可以利用多值函数 （ logz )/( d +4) 2 的分支 

/ (z) = (! 2 l>0,-f <arg Z <^) 

而得到，该分支切割原点和负虚轴部分，显然该分支在除了 的任何点都是解析的，为了 

使孤立奇点 2 i 总是被包含在封闭的路径内部，我们规如图98,在图中将孤立奇 
点和 z =0 已经标出，符号 L " ~ U ， 所表示的意义和图97相同. 



图 98 


利用柯西留数定理有 

| /( z)dz +J / U)dz +/ U)dz + f ( z)dz = 2 ni Resf ( z ). 


因而有 


I /(z)dz +J f ( z)dz = 2 iti Res/(z) — f ( z)dz — ^ /(z)cU 


由于 


f ( z ) 


\nr + i 6 


( z = re ie ), 


(rV 时 + 4) 2 

u 和“的参数表达式分別为 

2 ； = re ^ = r (户 < r <^) 和 z = re iK =— r (/> < r < R ) 
因而 （2) 式可以表达为 

m L/ (z)dz_ L/ (z)dz = I: T^fiy dr+ l (r^tly Ar - 

另外，由于 

/( 幻 = ( 上 z 2 )i )” 其中 ^ (z) = cJ+liV' 


(2) 


(3) 
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z = 为函数 / U ) 的一个2级极点，留数为 


(4) 


(5) 


( 6 ) 


(6) 式中的极限可以通过以下方法来证明，首先，我们注意到如果|0<1 ， z = 是曲线 C , 
上的点，则有 

| log * | = | ln^ + i0 |^| In/) |4-| id I ln^o + z 
和 

I z 2 + 4 I > || z I 2 — 4 I = 4 — 〆. 

因此，可以得到如下结论 

| Re lc/ (z)dz N Ilc/ U)d2 l ^ = ^ 

根据洛比达法则，当 p 趋于 o 时， pliV ) 也趋于0，因而上式中最右边的表达式趋于 ®， 这样 （6) 
式中的第一极限就显然成立，类似地，通过不等式 

卜丄/(—< | j cR /( Z ) d Z |< k (: - f 『 

根据洛比达法则，当 J ? 趋于 00 时， （ lnJ ?)/ J ? 也趋于0，因而上式中最右边的表达式趋于0，这 
样 (6) 式中的第二个极限也成立. . 

我们还可以得到另一个积分公式 


f (20 


— ln2 
12~' 


(2) 式可以表达为 


rdr + tit 


s: 


( r 2 +4) 2 U , …八屮+4) 2 

= fl ( ln 2 - i ) + i ' fi - L / ( z ) d 2 - lc / U)d ^ 

利用等式两边实部相等，可以得到等式 

C (7T4^ dr = re (ln2 — D _ Re L/ u)dz - Re L/ (2)d - 

到稞在如果能证明 

limRef f(z)dz = 0 和 limRe [ f(z)dz == 0. 
fr*o J c p R-*°° j C R 

那么，分别将|0趋于 o 和 J ? 趋于 oo , 则由 （5) 式有 




( r 2 +4) 2 




1)， 


这就得到 （1) 式. 
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在 （4) 式中利用等式两边的虚部相等，即 

41 (7W = _ — Im fc/ U)d2 - Im fc/ (2)d2 - ⑻ 

由于 

jlmj /(z)dz|< j|^ /(«)dzj 和 丨 ImJ 「 /(2：)dz 丨 < I /(z)dz I • 

只需要分别令趋于 0 和 K 趋于就可以得到 （7) 式的结论. 

77沿支割线的积分 

当被积函数 / U ) 的部分积分路径沿着 / U ) 的支割线时，可以利用柯西留数定理计算实 
积分. - 

例令: r _ a 表示1的指示幂的主值，其中: c >0, 0< a < l ， 即 
在这里我们来计算下面的广义实积分 

「°° 工 一 0 


*是正实数 exp (— alar ) ， 


「dr (0 < a < 1). 


( 1 ) 


这个积分在 y 函数的 学习中是十分重要的 G ，注意到积分 （1) 是广义 
的不仅是因为它的积分上极限而且因为 x -0 是被积函数的不连续 
点.由于被积函数在工=0附近具有一样的性质，而当工趋近°° 
时具有 X-。- 1 一样的性质，因此被积函数在 0< a < l 收敛，然而，由 
于收敛性包含在计算中，不需要单独证明其收敛，令 C , 和 C * 分别表 
示圆 I z I =(0 和丨 z 丨=2?，其中其方向如图99所示，接 
着沿着如图99所示的简单闭围道积分多值函数厂 °/ U + l ) 的分支 



2一“ 


( 2 ) 


f(z) = (I z |> 0,0 < argz<2n) 

沿着 argZ ==0 切割，这个闭围道从 / U ) 支割线的上方 / o 到尺，接着沿 C R 回到 i ?， 再沿切割的 
下方到(0 ,最后沿 C p 回到 — 

0=0和0=2^分别沿着切割的上下边缘，因此 

广 z 、 exp(—alogx) _ exp[— a (\nr + id')'] 

— /( z ) — - : 

其中 Z = r 一，在上边缘有 


: +1 


/(z) = 


> cp [ — a ( inr + z _0 〉 ] 
^+1 


其中 z = 在下边缘有 


fiz) 


exp 匸一 a(lnr + i 2- K )~\ 
r+1 — 


© 请看附录 A 中引用 Lebedev 的书， 
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其中 Z = r〆 2 % 留数定理表明 - 

| ^q-jdr + J" /(z)dz — | dr + J /(z)dz = 2 ki Res/(z). (3) 

由于 / U ) 在支割线部分是不解析或者说是没有定义的，因此对 (3) 式的推导只能是形式上的， 
然而，它能如练习8 —样通过一个幅角的修改而合理化. 

等式 (3) 的留数可以通过函数 

Hz ) = z~ a = exp (— alogz ) =： exp [— a(lnr + t (9)] (r > 0,0 < ^ < 2k) 

而得到，这个函数在2= — 1是解析的，而且 

炎(_ 1) = exp [— a(lnl + ijt )] = ^ 0. 

这表明点==一1是由 （2) 式所定义函数 / U ) 的简单极点，且 
Res /( z ) = 厂“. 

Z=-1 

因此 （3) 式可以写作 

(1 - e- i2a n r -^dr = 2 Kie -^ - [ f ( z ) dz ~ [ f ( z ) dz . (4) 

J P r + 1 Jc p Jc R 

现在由 （2) 式中 / U ) 的定义，有 

\\ c / iz ) dz \^^ i 2nR ^ ¥■ 

由于 0< a < l ， 显然这两个积分的值分别当 f 趋近 0 时和 i ? 趋近 °° 时为0,因此，若在等式 (4) 
中让 jo 趋近0, J ? 趋近⑺，得到 

(1 - e - a ^)^ ^ i dr = ' . 


273 

I 


或者 


显然，有 

r « 


Jo 4 + 1 

练习 



iait e >an 

e~ i2ax * 




1 ). 


(5) [275] 


在练习 1 到 4 中，取(第 7 5 节）如图 97 的曲线. 

1. 导出积分公式 

J°° cos(ar)-cos(fa) d;c = f(b~a) U>0,h>0). 
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12761 


然后利用倍角公式 1— c OS (2： c ) = 2 S i n 2 x ， 指出如何推导出如下积分 

2. 计算广义积分 


U 2 + l ) 2 


dx(— l<a<3 和 x 11 = exp(alaz)). 


答案 : 

3. 利用函数 


/( z )= ^ = £ l^lp (| z |>0,-|< ar g ,< f ), 


证明下列两个广义积分 




7 C 

S ' 


4. 利用函数 

/U)= 宰转 （u |>0,-|< argz < 譬） 

证明下列两个广义积分 

提示：利用 72 节练习 1 中得到的积分 公式. 

5. 利用函数 

^ ) = (,- f ^ + 6) = ( Z + a)(I+6) (卜 I 〉。，。 ◊职 <〜) 

和一个类似 77 节图 99 的闭围道证明下列广义积分 




rdr 


2n 癱 ^[a^lfb 


lo (x + a )( a : + 6 广 ^/z a—b 

5 . 选取多值函数 


(a>6>0). 


/U) 


-1/2 (-l/2>logr 

?Ti = Z 2 + 1 


的适当分支证明 


r __^__ = jl 
Jo ^U 2 + V V2 


在下列情况下 成立： （ a)75 节中图 97 的封闭 路径； （ fe)77 节中图 99 封闭围道. 
7 . 戸函 数是一个如下的具有两个实变量的函数： 

BCp,q) = (p> 0,q> 0). 
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利用映射 t = l /( x + l ) 和77节例子中的结果证明 

B(p,l-p) = ( 0 </>< 1 ). 

sinC/>7c) 

8. 已知有两条简单围道如图100,它们是由77节图99中的两个圆(^和 C R 分割开所形成的 
两个环，两个封闭围道中的组成部分 L 和一 L 是射线 argzzft 的一部分，其中忍 
和 A 是圆 C ； 上的曲线， A 和 h 是圆 C R 上的曲线， 



( a ) 利用柯西留数定理推导多值函数厂 VU +1) 的分支 

/ =^T (l^l>0,-f <argz<^) 

在图100中左边封闭围道上积分满足 

厂 ^^-dr +J fx (z)dz + J^/i (z)dz +/i (z)dz = 2 kz Res/i(z). 

( b ) 利用柯西-古萨定理计算多值函数 fVU +1) 的分支 

(I : l >0 ，f < arg Z < y ) 

在图 100 中右边封闭围道上的积分，证明 

— | r - q——dr + J / 2 (z)dz — 1^/ 2 («)dz + 1 f 2 ( z)dz = 0. 

( c ) 指出在 ( a ) 和 （ b ) 部分中的最后一行中，函数 z - VU + l ) 的分支/\( 2 )和 / z ( z ) 可以被 

分支 

f ( z ) = 1 ( I z | 〉0,0 <C argz <C 2 jt ) . 

代替，然后加上这两条线的相应的边，就可以得到77节中的等式 （3). 

78含有正弦和余弦的定积分 

留数定理也可以用来计算下列类型的定积分 

[ F ( sin 0, cos ^) d 0. ⑴ 






208 


第 7 章 


上述的0的变化范围是0到 2 k , 我们可以把钬看作是以原点为圆心的圆 C 上的点 Z 的辐角主 
值，也即有 


则有 

和关系式 


sin ^ 


= e ie ( 0 < 0 < 2 兀 ). 

dz = ie ,e dd = izdd; 


: — Z -1 a Z + Z~' 

cos^ = -2— 




由 （2) 和 （3)，（1) 式可以表达成2沿着圆周 c 的正方向的围道积分 


1/(^ 


厂 1 




( 2 ) 


(3) 


(4) 


显然，积分式 (1) 是积分式 (4) 的叁数 形式，由39节中表达式 （2) 可知，当积分式 （4) 中的被积 
[278] 函数是关于 z 的一个有理函数，则根据柯西留数定理，如果多项式中分母的零点都确定了，而 
且这些零点都不在圆周（:上，那么就可以将积分计算出来. 

例我们来证明 

严 ^6 _ 2 k 

Jo I 


(-1 < a < 1 ). 


(5) 


isin(9 yi - a 2 

积分公土在 a = 0 时显然成立，我们在推导中不考虑这种情形，利用表达式（3)，积分可以表 
达为 

其中 C 是正方向的圆周丨 Z 丨=1，对被积函数的分母求根，可以得到两个纯虚根 

Z1 = ( -i+TT EZ),-, ’ 

因此，如果/(幻表示被积函数，则有 

2/a _ 


注意到1 a 丨<1， 


/(z) 


I Z 2 I : 


(z — Zi)(z — z 2 ) 

l + yr ^ Z - 


I a I 


> 


同时，又有 I z lZ2 ! =1 和丨； ^ 丨<1，因此在 c 上没有其他奇点，在圆周 c 内仅有一个奇点 
心，可以利用函数 

/(-) = 其中 ^ ^ - 


来计算相应的留数氏， 而々 是一个简单极点，则 
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Bi = Kzi ) = 


2 /a 


因此有 


2/a 


\cz 2 +C2i/a)z-l 


dz = 2tciBi 


It . 


这样就得到公式 (5). 

这种方法表明了当被积函数是以 0 为自变量的关于 s 〖 n 或 cos 函数，可以利用 （2) 式来做映 
射，例如 

( e w ) 2 + (^)~ 2 z 2 + z — 2 


cos20 ■ 


练习 

利用留数计算下列定 积分: 

1心必 


+ 4 sin (9 , 


答案：譬. 

2 - r . r 


+ siW 


答案： \/27 C . 

3 J 2 - cos 2 3 細 


4cos25* 


答案： f . 

4 - ( - 1<a<1) - 

答案： 


2 k 

c f* cos2gdg / i ^ 

• jo 1 — 2acos0 + a 2 

答案: A - 

6 - I ； u = (a>1) - 

答案： (7^= I ) 3 ' 

7. |*sin 2 ^d0 (w= 1 ， 2,…）. 

夂者 (2n)! 

谷菜： 2 2 ” （”！ ） 2 


r< 1). 


[2791 


[280] 
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79幅角原理 

若函数/在区域 D 内除了极点外是解析的，则称函数/在区域 D 内是亚纯的.假设/在 
区域 D 内亚纯， D 的边界是一个正向的简单闭围道 C , /在 C 上解析没有零点，曲线 C 在映射 
w =/( Z ) 下的像 r 也是 w 平面的闭围道，但不一定是简单围道.在平面上如图101，当点 z 沿 
围道 c 的正方向移动时，它的像 w 以定方向沿 r 移动，这就决定了 r 的方向，注意到，由于 
/在围道 c . 上没有零点，因此围道 r 在功平面不经过原点. 



假设 w 和 w » 都是围道 r 上’的点，其中 w 。 是不动点， A 是加。的幅角，然后使 ™ 的幅角 
主值以角 4 。 为起点连续 变化. 由于点 W 是从点 W 。 开始，并且通过映射 w = /(z) 按照指定的 
方向环绕围道 r 一周，当点 w 回到起点比。时，这时 w 的幅角是切。幅角中的某一个值，我们 
用 A 表示.因此，当点 w 在围道 r 上沿着一定的方向环绕 r 一周时，它的幅角的变化 是么一 
< k . 显然，该值的变化大小是由我们选择的切。决定的，由于 w ==/( z )， 因此当 z 从 u 开始， 
沿着 c 的正方向绕一周时， A —心的值事实就是 / G ) 的幅角的改变值.我们记 
A c arg /( z ) = A — A >. 

△ C arg /( Z ) 的值显然是 2 k 的整数倍，且整数 

^Acarg/Cz) 

表示点叫在™平面上环绕原点的次数，因此，这个整数有时称为关于原点出=0的 环绕数 ，当 
r 围绕原点以逆时针方向旋转时，这个整数为正，反之，为负.当围道 r 内不包含原点时，这 
[2811 个数为零，关于这个事实的证明留作练习. 环绕数 由围道 C 内的零点数和极点数决定，根据 
69节练习11，极点数必定是有限的,类似地可以理解 /( 幻在 C 内并不恒等于零，这很简单就 
可证明 （80 节练习 4) ，1 /的零点数目有限而且都是有限阶.现在假设/在 C 内有 Z 个零点和 P 
个极点，若 z 。 为/的 w 。 重根，我们认为/在 z 。 有 m 。 个根，同样若 z 。 为/的阶极点’这 
个极点将被计算饥，次，下面的定理， 幅角 原理，说明环 绕数即 Z — 

定理假设 

( i ) 函数 / O ) 在一个正向简单闭围道 C 所围成的区域内亚纯； 

( ii ) / U ) 在 C 上解析且没有零点； 

( iii ) 按重数计算， Z 和 P 分别为 /( z ) 在 C 内的零点数和极点数， 
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则 


Z - P . 


2^ A c arg /(2：) 

为了证明该结论，沿围道 C ， 用两种不同的方法计算 / U )// U ) 的积分，首先，令 z 
蚁是 C 的参数表示，因此 


( 1 ) 




( 2 ) 


/O) 一 }a /OW] 

由于在映射 w =/( z ) 下， c 的像 r 不穿 过加平 面上的零点，因此 c 上的任何点可以表 
示为指数形式，若加则 

(3) 


/[ 之 ⑴]= piOe 1 ^ 0 (a < Z ^ 6 )； 

而且，沿围道 r 的每一光滑弧线，则有(参考38节练习 5) 

/[ 2 (0]/(0 = 去 /[ Z (0] = 丢 [:〆 …⑽] = p'{t)e iM +ipit-)e i ^j>\0. 

由于 〆 G ) 和 〆 (<)在区间 U < t <6) 上是分段连续的，现在用 （3) 式和 （4) 式写积分 (2) 如下 

L iB dz = L 隹 心’(⑽=晔⑴ | :+⑽ | :• 


(4) 


但是 


因此 


p(b) = p(a ) 和 Hb) — Ha) = A c arg/(z). 


lc /^ dZ 


iA c arg/(z). 


(5) 


另外一种计算积分 (5) 的方法是利用柯西留数定理，具体来说， / U )// U ) 在 C 内和 C 上 
除/的零点和极点外是解析的，若 A 为/的 m 。 重零点，则 （68 节） 

fiz) = z 0 ) m ° g(z) J ⑹ 

其中 gu ) 在 z 。 解析且不为零，因此 


或者 


/(z 0 ) = m 0 (z — Zo) m °~ l g(z) + (z — z 0 ) m ° g(z ), 


f'z) = m 0 . g(z) 
fiz) z — zo g(z) * 


(7) 


由于 〆 U )/ g ( z ) 在％ 解析，因此在 ☆可 作泰勒级数展开，由 （7) 式可知 Z 。 为 /'( z )//( z ) 的简 
单极点，留数为 m 。， 另一方面，若/在 z 。 有 m , 重极点，我们从66节的定理知 

f ( z ) = (z — zH ( z ) ， (8) 

其中 vKz ) 在％解: W 且不为零，若把 （6) 式的正整数 m 。 换为 一 m p , 则 （8) 式和 （6) 式相同，由此 
从 (7) 式显然可知 z 。 为 / U )// U ) 的简单极点，留数为一饥 p ， 利用留数定理，则可得 


\ c f ~ M Az 


= 2 m(,Z — P ). 


(9) 
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利用 （5) 式和 （9) 式就可得到表达式 （1). 

例函数1//仅有的奇点是在原点的级为2的极点，且在有限平面上没有零点，特别地， 
这个函数在单位圆 zz / CCXegZjr ) 上解析，没有零点，若我们让 C 沿顺时针方向，由上述定 
理，有 


_ ^A c arg(^)=-2. 

即 c 在映射 w = 1/ z 2 下的像 r 绕原点 w =0 沿顺时针方向两周，这可以通过 r 的参数表示 w = 
F ‘ zs (0<^<2 ir ) 而直接证明. 

80儒歇定理 


本节的主要结果 是儒歇定理， 它由79节的幅角原理而得，它在复平面上的一个局部区域 
非常有用，这个局部区域上往往给定一个有零点的解析函数. 

定理假设 


圓 


(i) 函数 / U ) 和 g ( z ) 在简单闭围道 C 上和它的内部均是解 析的； 

(ii) 在围道 C 上每点均有丨 / U ) | > | g ( z ) | 成立，则按重数计算，函数 / U ) 和 /( z ) + 


g ( z ) 在围道 C 内有相同的零点. 

定理中围道 C 的方向显然是不重要的.因此，不妨设为正方向，注意到，/(幻和/(2) + 
在 C 上都没有零点，因此当 Z 在围道 C 上时，有 

| f ( z ) |>| g ( z ) |^0 和 I / U )+ g ( z ) II /UH — U ( z ) II >0. 


若用 & 和 Z /+ ，分别表示 /( z ) 和 / U )+ gU ) 在 C 内按重数计算的零点数，由为节中的定 

理得 

Zf = ^A c arg/(z) 和 Z f+g = ^A c arg[/(z) +g(z)]. 

相应地，由于 ’ 


显然有 


其中 


但是 


Acarg[/(z) +g(z)]= A c arg|/(z)[^l + | 

= A c arg/(z) + Acarg^l + 

Z f+g = Z ，+ 土 AcargPXz )， 


F ( z ) 


I F ( z )-1 I 


■fi- 


I g ( z ) I 


< 1 


( 1 ) 


I f ( z ) I 

这意味着，在映射 W == FU ) 下， C 的像落在开圆盘 I 1 I <1内，这个像不包含 


= 0,因 
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此 AcargfX ^ sO ， 由 （1) 式可得定理得证. 

例为了确定下面等式 

z 7 — 4 z 3 + z — 1=0 (2) 

在圆丨 z I =1内根的数目，记 

f ( z ) =— 4 z 3 和 g ( z ) = z 7 + Z — 1. 

注意到，当 U 丨=1 时 ， I fdz ) I ' =4丨 z 丨 3 =4和 I gU ) I < I z I 7 + I z I +1 = 3,因此满 
足儒歇定理的条件，由于 / U ) 在圆 | Z | =1内按重数计算有3个根，/(幻+总（幻亦然，即 
(2) 式有3个根. 

练习 

1. C 为单位圆 | z |= l ， 方向为正，利用79节的定理确定 Acarg / G ) 的值， 

( & )/(«)=^ ; ( b )/( Z ) = ( Z 3 +2)/ Z ; ( c ) f ( z )^(2 z - iy / z 3 . 

答案： ( a )47 T ! ( b ) —2 tc ; ( c )8 tc . 

2. 假设函数 / 在简单闭围道 C 上和内部是解析的，并且/(幻在 
曲线 C 上没有任何零点，使 C 在映射 W = /( z ) 下的像是如图102所示 
的闭围道厂，看图确定 A c arg /( Z ) 的值，并利用79节的定理确定/在 
C 内按重数计算的零点数目. 

答案： 6 tt ; 3. 

3. 利用79节的注，假设 r 不包含原点 w = 0, 且有一条从原点 
出发与 r 不相交的射线，通过观察，我们知道，当点 z 绕 C 一周时， 

△ carg /( Z ) 的模一定小于 27 T ， 通过回忆知道， Acarg / o ) 是 2 tc 的整数 
倍，指出为什么 r 关于原点功=0的环绕数一定是 0. 

4. 假设函数/在以简单闭围道 C 为边界的区域 D 内亚纯，/在 C 上解析没有零点， D 0 
表示 D 内除极点外，所有点组成的区域，利用 26 节的引理和 69 节练习 10, 指出若/(^在认 
内不恒等于零，那/在 D 内的零点都是有限阶的，而且零点个数也是有限的。’ 

提示： 注意到若 D 内的点 z 。为/的无限阶零点， 则一 定存在 A 的一个邻域，在此邻域中 
/ U ) 恒等 于零. 

5. 假设函拔/在正向简单闭围道 C 内和 C 上解析，且在 C 上没有零点， 证明： 若/在 C 
内有 n 个零点^(々 = 1，2，…， n )， 其中每一个 z * 的重数为 w *， 则 

\c Z -W dz = 2ni ti mkZt - 

[当 P =0 时，与79节 （9) 式比较 .] 

6. 确定下列多项式在圆 I z | =1内按重数计算的零 点数： 

( a ) z 6 ~5 z i + z 3 -2 z , ( b )2 z 4 —2 z 3 +2 z 2 —2 z +9 

答案： （ a )4; ( b )0. 

7. 确定下列多项式在圆 I z 丨 =2 内按重数计算的零 点数： 
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( a ) z 4 +3 z 3 +6； ( b ) z 4 -2 2 3 +9 z 2 +2- l ； 

答案： （ a )3; ( b ) Z ； ( c )5. 

8. 确定等式 


( c ) z 5 +3 z 3 + z 2 +1. 


2 z 5 — 6 z 2 + z+l = 0 


在圆环 1< I z I <2 内按重数计算的根的数目. 

答案 ： 3. 

9. 证明： 若 c 是一个复数，使得 M 则等式/在圆 I z I =1 内 按重数计算有 
[286] n 个根. 

10. 记 /( Z )= Z " 和尽（2)=«。+〜2+…十〜-#" -1 ，利用儒歇定理证明任意多项式 

P(z) = a。 + 屮2 ：+ … +a^ 1 z n_1 + a„z" (a„ 尹 0 ) ， 

其中《>1，恰有按重数计算的 n 个零点，请给出代数基本定理 (49 节定理 2) 的另一个证明. 

提示： 注意到，可以让 a „ 为单位元，然后证明在圆 I z I 上 I gU ) | < | /( z ) | ， 其 
中 i ? 充分大，特别地，大于 

1 +1 a c 丨 + 丨 a ! 丨+…+丨 a„_i | . 


11. 49节中的不等式（5)，保证了多项式 

PU) = a。+a!z+ …+ a^i z^ 1 +a”z" (a„ 关 0) 

W >1 的零点都位于圆 I z I = i ? 内，练习 4 也告诉我们多项式的零点的级有限和零点数目 N 有 
限，利用79节中的 （9) 式和64节中的定理证明 


N = ?= e o s ^ Fa %) ? 


其中零点按重数计算，然后计算留数以证明 N = n (对照练习 10). 

12. 设两函数/和 g 如80节儒歇定理所述，围道 C 方向为正，定义函数 


^(0 = 


J_f 厂 ' （ z) + 敁 ’ （ z) d 
2 jciJc /( z ) - i - fg ( z ) 


(0< i < 1) 


按照下列的步骤给出儒歇定理的另一个证明. 

( a ) 指出所定义的 $(<) 中，为什么被积函数的分母在 C 上不会为0，而保证了积分的存在. 


( b ) t 和 i 。 是区间0<£<1内的任意两点，证明 


I #(«) - $(4) I 


㈣ 


在指出为什么不等式 

I m I ^ I fg-/g I 
\(f+tgXf+tog)\^ (I / l-l g I ) 2 

在 C 上成立之后，证明存在一个正常数 A ， 与《和“无关，使得 
I 0U) — ^(«o) I < A | i — fo I . 
[287] 从这个不等式可以得到 $0) 在区间 0< f<l 上 连续. 
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( c ) 通过考虑79节的 （9) 式，指出为什么对每一个 G 函数尘的值表示了 /( z ) + 

tg ( z ) 在 C 内的零点数目，然后和 （ b ) —样可以推出少是连续的， /( z ) 和 /( Z )+ g ( z ) 在 C 内按 
重数计算有相同数目的零点. 

81逆拉普拉斯变换 

假设复变量彳的函数 F 在整个有限/平面上除了有限个孤立奇点外解析， l r 表示从 s = 
y — 出到 s = 说的垂直线段，其中常数 y 为正且充分大，使得 F 的奇点都位于线段的左方 
(图 103). 



图 103 


实变量*的新函数/当《为正时，定义为等式 

/(f) = 2 ^; ]i m | L e ,! F(s}ds (« > 0) , (1) 

因此这个极限存在， （1) 式常被表示为 

/(«) = ^P. V. | ， + ， 00 e ,, F( S )d5 (i>0) (2) 

[对照 71 节的 （3.) 式]，该积分表达式称被为布 罗米奇 (Bromiwich) 积分. 

可以证明，当所讨论的函数的条件更广泛时， / U ) 是 F ( s ) 的逆拉普拉斯变换， 若 FG ) 是 
/⑴的拉 普拉斯变换， 定义为 

F(s) = j^e- s, f(t)dt, ⑶ _ 

那么， / U ) 可以通过 (2) 得到，其中 y 的选择是不重要的，只要 F 的所有奇点都位于 L R 的左 
« e ， 拉普拉斯变换和逆拉普拉斯变换对于解决常微分方程和偏微分方程都非常有用. 一 

当 F ( s ) 确定时，留数经常被用来计算 （1) 的极限，具体来说，令 Un = l ， 2,…’ N ) 表示 

Q 关于拉普拉斯变换对于这些细节的进一步处理，请参考 R. V. Churchill, Operational Mathematics , 3d ed ■’ 

1972, 其中讨论了具有无限多个孤立奇点或者支割线的变换 F(f) . A K : 
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FG) 的奇点，然后令 i?。 表示它们模的最大值，考虑半圆 C R ， 其参数表示为 

s=y + Re- e (f<Ky )， ⑷ 

其中 ！ ?>i? 0 + y, 注意，对于每一个 ■都有 

I - 7 I ^ I s„ \ + y^R 0 + y<R. 

因此，奇点都位于以 C K 和1^为边界的半圆内（见图103)，柯西留数定理告诉我们 

f e sl Fds)ds = 2 niy. Res[e !, F(^)] - [ e s, F(s)ds. (5) 

L R n=l ** s « 」 

现在假设，对仏上的所有点，存在正常数 M R 使得 | F(s) | <M r , 其中当 i ? 趋于 oo 时， M k 
趋于 0,我们利用 C K 的参数表示 （4) 式有 

f e SI FCs)ds = r / \xp(yt+Rte ie )FCy + Re' <! )Rie 0 de. 

J C R J u/2 

然后，由于 

I exp(7*+^) |= ^‘严。必和 I F(y + Re i9 ) | < M R , 

我们得到 

( 6 ) 


(7) 

(8) 

在 （5) 式中，将]?趋向°°，则我们可以看到在 （1) 式中定义的函数 /(«) 存在并且可以用下列式 
子表示，即 

f( t ) = V Resle"F(s)l (t > 0). ⑼ 

«=1 5==S « 

在拉普拉斯变换的许多应用中，比如在讨论热传导和机械振动出现的偏微分方程的解时， 
函数 FG) 在有限平面上除了孤立奇点 s »( n==1 ， 2 ， •”> 的无限集合外是解析的，而且这些点位 
于垂线 Res=ym 左侧，寻找/(0的方法经常是这样的，将 （9) 式的有限和代之以留数的无限 
级数： 

fit) = f' Res[e"F(s)J (t> 0 ). (1。) 

户 1 i=I » 

最基本的修改为代替垂线为从 s = y_A N 到5 = 7+;心的垂线 Ljv «；N=1， 2，…），圆弧 C R 


國 


| J。 ，F(s)cb | < 

但是，代人 4=0—( tc /2)， 和74节的 （2) 式一起表明 

r^e^dd = \' e~ a>ini di> < 

Jk/2 Jo Kt 


不等式 (6) 因此变为 


上式证明了 


M r t 


|} c/ F( s )d,|<^ 
limf e !, F(5)d5 = 0. 
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被从 y + 成 v 到 y — 办 v 的曲线 C N ( iV = l ， 2，…）所代 替，’ 使得对每一个 N ， 1^+<^的和是一 
个包含奇点〜，^，…，〜的简单闭围道，一旦证明了 

' lim[ e s, F(s)ds = 0, (11) 

C N 

(2) 式中的 /( i ) 变为 （10) 式. 

围道 C N 的选择由的性质来决定，一般的选择是圆或抛物线和矩形路径，而简单封闭 
围道 L N + C N 不必恰包含 N 个奇点，例如，当在区域“+仏和“ +1 +(^ +1 之间包含 FW 的 
两个奇点时，对应的留数对可以简单地看做级数 （10) 的单独一项，由于在任何条件下得_ 
到极限 （11) 都是非常繁杂的，在接下来的例子和相关的练习中，凡是涉及有无穷多个极点，我 
们均假设条件 （11) 成立 Q , 因此，我们只是在形式上利用 （10) 式. 

82 举例 


81节中表达式 （9) 和 （10) 中 e « F ( s ) 的留数之和的计算经常用到本节练习12和13中所用的 
技巧，我们在这里先叙述这些技巧，然后讲例子. 

假设知为讲阶极点，在去心圆 0<| s — s 。 | < R 2 上的洛朗展开式的主要部分为 

办1 丄 〜 丄…丄 b m 


然后 


1 (,-, 0 ) 2 + - + (^tr (6 ^ 0) - 

Res[e-'F(5)] = b, + -\ - L — - 


( m -1)!」. 

当极点 5。 形如 &= a + i /3(/3#0)， 且在 F ( 5 ) 的解析点有:(参见 27 节），万 = 
是 m 级极点，而且，当 f 是实数时，有 

Res[e“F W]+ Res[e rt F(5>] 

J=, 0 ^ 


( 1 ) 

-屮也 



= 2 ， Re 卜个 +> + •■• + (:、)']}. 

(2) 

注意到若是一个简单极点 (M 

t = l ), 表达式 （1) 和 (2) 分别为 



Res [ e ,( F (5>] = e s ° l ResF ( s ) 

J= *o 5=S 0 

(3) 

和 



Res [^ F (5)] + Res [^ F (5)] = 2， Re [， ResF ( s )]， 

i=J 0 s=s 0 s=i O 

(4) [291] 

例 1 我们来求与 

F(s) -(/ 二 V u>0) - 

(5) 


0 关于得到极限的详细方法，请参考 R . V . Churchill , 
例3所找的逆变换在该书 PP . 220-226 有详细证明. 


3 ded . , 1972,实际上，下一节 
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对应的函数 /(t). 

F(s ) 的奇点是共轭点 


s 0 = ai 和 s 0 =— ai. 


将 F(s ) 表示为 


F(i) 


參 （s) 


，其 中多 G) 


( s - ai ) 2 ^' . (5 + ai) 2 ' 

?K 乃在点知=似'是解析和非零的，因此知是 F(s)m = 2 级极点，此外，在 F(s) 的解析点上 

FU )= FCs ), 因此，5也是 F( s ) 的阶为2的极点，由 （2) 式可以得到 

Res[e s, F(s)] + Res[e s, F(5)] = +M )]， (6) 

s=s 0 s ~ s 0 

其中 6, 和 6 2 是函数 F( s ) 在 cu' 点的主要部分 


bj 丨 b 2 
S — ai Cs — ai) 2 


的系数，将在知 = 心处 展开为 Taylor 级数，利用前两项可以很容易确定这两个系数，即 

F(s)= - 一 ~= - ~ jT^CaO + — ai) + …] 

(5 — at) (s — ai) L J-! 」 

= ^i^ + ㈣ + … ( 0 <| S -ai |<2a). 

(s — at) s — ai 

直接可以得到 fUi) = —j/(4a) 和 〆 U;) = 0, 这样就可以得到仏 =0 和卜 =—i/(4a), 因此， 
(6 ) 式就变为 

Res[e SI F(s)]+Re_s[^F(s)] = 2Re[e i " (~ ^ ) ] = ^ tsmat - 
然后，如果 FG) 满足 81 节中用楷体字写的边界条件，我们可以得到结论 

fit) = ^-tsinat (« > 0) , (7) 

为证明边界条件，我们假设 s 为半圆上任意一点，即 

s = y + Re ie 夸 )’ 


其中 y>0 和 J?>a + y ; 同时我们有 

| 51=| r + Re ie |<7 + R 和 M = l y + 吣阳 1>1 y — « 1 = 只 — 

由于 

I s 2 +a 2 1^ \\s\ 2 -a 2 |>(i?-y) 2 -a 2 >0, 

可以得到结论 

丨 F(s) 1 = I /+l 2 "p < m r 其中 m r = ⑽ 

由于 K—oo 时 JWr—O, 因此需要的边界条件就建立了 • 

例 2 当 
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F(s) 


tanhs sinhs 


5 2 cosh5 , 

时，为了找到函数 /( r )， 注意到 FG ) 在5 = 0和 coshs 的零点 （34 节） 
s = + (n = 0, ±1, + 2,***) 

有孤立奇点，即如下点 


5 0 = 0 和 


(2 n — 1)7 




则有 


/⑴ = Res[e J, F(i)]+ 2 {Res[e s, F(i)] + Re_s[^F(i)] }. (8) 

t=s 0 rt=l ,==s « S=I M 

麦克劳林级数的商为洛朗级数表示 

' 的 )4 .錶 =+- 如+ … (° <|5|< 1)* 

这告诉我们，5。=0是 FU ) 的简单极点，留数为1，因此根据 (3) 式有 

1 ResCe w F(s)] = ResF(s) = 1， （ 9) 

内。 1 s=, 0 

通过应用69节中的定理2的方法来找到简单极点和确定这些点的留数，可以 很容易 地找到 
FG ) 在点 〜 （n = l ， 2, …） 的留数，具体地说，首先有 

F ( s ) =辑^，其中 p ( s ) = sinhs 和 gG) = s 2 coshi 

同时又有 

sinhs, = sinh[i(?i7t _ f) ]= *sin^W7t — 晋 ) icosmt .= ( — l )^ 1 i ^ 0. 

然后，由于 

p ( s „) = sinhj „ # 0, q ( s „) =0，和 qisj = 5^ sinhs „ ^ 0, 

可以得到 


ResF ( i )= 


_ /> u ) 


(n = 1,2, 


9To 7 (2n-iy 

[比较 69 节中的例 3 ] 由恒等式 

sinhs = sinhi 和 coshi = coshi 

(参见 34 节练习 11) 可以得到在 F ( S ) 的解析点处有 F ^ y = F ( i ), 因此 S 也是 F ( s ) 的一个简单极 
点， （4) 式就为 


Res [ e s < F ( s )] + Res [ e 5, F ( s )] 


2 Re ( _ 7* (2^ T 7 exp [' 


(2n — l)7ct m 
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_ 7 (2/7-I) 2 

最后，将 （9) 和 （10) 代入到 （8) 中，就可以得到结果 


/«) = 1 
例 3 我们现在考虑函数 


8 v 1 1 

(2 n - l ) 2 


f(s) 


sinh ( x 5 1/2 ) 

5 sinh ( s 1/2 ) 


(0< x < 1), 


( 10 ) 


( 11 ) 


( 12 ) 


其中 s 1/2 表示这个双值函数的任意分支，然而，我们假设在分子和分母里用同一个分支，当^ 
不是 FG ) 的奇点时，有 


= 取 1/2 + (： ； « 1/2 ：) 3 /^ +… = : E + W6 + … 

心 1/2 + ( s 1/2 ) 3 /3! + •“] — 5 + 5 V 6 + - 
5 = 0显然是它的一个奇点，另外我们知道的支割线并不位于负实轴， 
轴有定义，若其他的奇点为 s 1/2 = ±/» a («= l ， 2,…），点 

5 0 = 0 和 5„ =— n 2 n 2 ( n = l ，2，."） 

构成 F ( s ) 的奇点集，问题现在转化为计算用形式级数表示的留政， 


(13) 

因此 sinhCl /2) 沿此 


/⑴= Res [ e J , F (5)]+ Y ； Res [^ F ( i )]. (14) 

* =s 0 »=1 

(13) 式右边所表示的幂级数的商表明&是 FG ) 的简单极点，留数为: r ， 因此 （3) 式告诉我们 

Res [ e s ! F ( s )] = : r . (15) 

*- s 0 

至于 F ⑴在奇点 s „ = — W ( n = l ， 2, …） 的留数，我们记 

F ( i ) = 其中 pis ) = sinh ( a ; s 1/2 ) 和 qCs ) = s sinh (5 I/z ). 

如例 2 所做，应用 69 的定理2,注意到 

p ( s n ) = sinh ( xii /2 ) ^ 0, q(sj = 0, q ( s n ) = -|-^ /2 cosh (5 y 2 ) ^ 0, 

这告诉我们^ ■是 FG ) 的简单极点，留数为 




因此，由于 (3) 式， 


Res[^F(j>] = ResF(j) = - • - ” 2 « 2 < s i nnJC : c. 

s=s n s=ss n 穴 穴 

将 （15) 式和 （16) 式代人 （14) 式，得到函数 

fit) = x + — 2 (— --g^^^sinwTcx (< > 0). 


(16) 


(17) 


[2951 
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练习 


在练习1到5,利用81节和82节的例1的方法，找到与给定函数对应的函数 /(0. 


FG ): 


2/ 

7^4* 


答棄： /( r ) = cosh + cos ^/2 t . 


2. FM - 


2s—2 


(5+ l )(5 2 + 25 + 5) # 

答案： /h)=^i(sin2，+ cos2f—1). 
3. F ( 5 ) = 


12 

'7+8* 


答案： /( i ) = ^ _2r +^ (-/3 sinV 3^~ cosV 3 i ). 

4. F(5) = ( a >0). 

答案： f ( t ) = t cosat . 

5. F ( s ) = )3 ( a >0). 

提示： 参考 65 节练习4,利用 FG ) 在 ai 的主要部分. 

答案： fit ) = ( l + a 2 r *) simt—ai cosat . 

在练习 6 到 11 中，利用关于留数的无限形式级数和82节的例2和例3的方法，找到与给 
定函数 FG ) 对应的函数 /(0. 

sinh(x5> 


6. F(5> = 

答案 ： /(0 

7. F ( s )-= 


/ coshs 


(0<x<l). 


(- 1 )” 




(2 n - 


1)7 T , 


s cosh (5 1/2 )* 


(—l) n 


答案 : /(0 = i + iE 2 „ 

8 . f(s) = £2^^2). 

_ ^ . 2 4 cos 2 ni € 

答案 ：/( 0 = 7 _ 1§^^=1 

sinh ( x 5 1/2 ) 


i-[- 


(2 n - l ) Vt - 


9. F (5) = 


5 2 sinh(s 1/2 ) 


(0<x<l). 


© 这是经过变形的正弦函数 /(<): 


请参考作者 Fourier Series and Boundary Value Problems » 6th ed. 
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答案：/⑴= - g - x ( x 2 — 1) + at + — 




答案： /( C ) 


s(5 2 +a; 2 )cosh5 


答案： / U )= 


+ 22 


(-l)^ 1 si 


TUO „^ 

~2~ 


aTcosco ㈡ oT—a4 

12. 假设函数 FW 在点 尸知处 有一个 m 级极点，在去心圆0<丨5 —知 | 〈私有洛朗级 
数展开式 

卜 」__^2 


F(s) = Y]a n (s~ s o y + —- 


s — So (S — s 0 ) 

bm -\ , K 


+ _ 


(s — s 。)- 1 ( s ~ s 0 ) m 

注意到在去心圆内有幂级数表示 


(b m ^ 0). 


b m +6 m -_ 1 (s —s 0 ) + … +b 2 (5 —5 0 ) m_2 + bi (5 — 5 0 ) wr-1 + y^a n (5 — s 0 )— n . 

' n*0 

通过集中幂级数乘积 （61 节中— 5。） 1 "— 1 项中的系数在一起，和整函数/ =0V S_S 。〃的泰勒级 
数展开， 






广 1 + . 


(w— 1) ! 

证明如82节开头 所述： 

Res[>‘F(s)] = e^' ^ - h- 


^ m -1 


b m 




(m —2)! ■ (m—1)! 

13. 点知咕 (_0) 是 FW 的 m 级极点， F( 5 ) 在去心圆 0< I 厂 5 。 I <尺 2 有洛朗级数 
展开， 


F ( s ) = ^] a n (5 — s 0 ) n + 


bx 


+ • 


b m 


(s-s 0 ) m 


S — So (5 — So ) 

假设 F^7T= fG )， fw 在 s 解析， 

(a) 利用 52 节练习 6 的帮助，指出当0< 丨 | <J? 2 时，如何得到 

j 


^ 0 ) 


FO) 


S^-^ + i= +7T A= 


(b m ^ 0). 
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然后，为了得到 FG) 在去心圆0< 丨广万 | <J? 2 的洛朗级数展开，用*代替丨，并推断万是 
F( S ) 的 m 级极点. 

(b) 利用练习12和上面 （a) 的结果来证明 
Res[ e “F( S )]+ Res[e J, F(s)] 

s=, o 

= W+K+ … 

当 t 为实数时成立，如82节开头所述. 

14. F( S ) 是练习13中的函数，在这里记非零系数为指数形式， 形如 k - r — xpCWm ), 
然后，利用练习13中 （b) 部分的结果 证明： 当 t 是实数时，在 5 。=« +屮(；3#0)和 S 的留 
数之和包含项 


(m 2 二 ')! 广 v,cos (戽 +〜）• 

注意到若</>0，当《趋近 °o 时，乘积 r— 1 # 趋近00,因此，当通过求〆 F( s ) 的留数之和来 
寻找 /(«) 的逆拉普拉斯映射时，若£*>0,上面所说的项并不一定是 /G) 的组成部分，它被称 
为共森項， 若 m>2 且 a =0, 这个项也是共振项. 




第 8 章初等函数的映射 

在第2章的第12节和第13节中，我们已经介绍过复变函数作为映射或变换的几何解释. 

本章中我们考察复变函数如何通过图形方法映射成某种曲线和区域. 

我扪将介绍初等解析函数映射成各种曲线和各种区域的更多例子.这些结果在物理问题上. 
的应用将在第10章和第11章中详细阐明. 

83线性映射 

先看映射 

■w = Az, (1) 

这里 A 是一个非零复常数且 z ^ 0 , 我们用如下指数形式表示 A 和 2 
A = ae 1 " , z = re ie . 

则 

w = (ar)e^ m . ( 2 ) 

由式 (2) 可知，映射（1)把 2 的半径 r 伸长或收缩了 a = I A 丨倍，并且 z 的辐角围绕原点旋转_ 
了 a = a rgA . 因此，给定区域的像在几何图形上类似于原来的区域. 

映射 

■W = z + B 9 (3) 

平移了向量 B ， 这里 B 是一个复常数.即，如果 

XV = u + iv , z = x ~h iy , B ~ 61 + » 

则 Z 平面上任何点(: T ， W 的像是平面上的点 

(u 9 v) = (j： + bj fy + b 2 )> (4) 

因为 z 平面上任何给定区域的每一点以这种方式映射成 w 平面上的点，所以其像区域在几何 
图形上类似于原来的区域. 

一般地，（非常数）线性映射 

(5) 


ZV 

= Az + B 

( A ^ O ), 

是映射 



Z = Az 

(A 关 0) 

和 vu = Z -\- B 

的复合.显然映射 



Z = Az 

( A #0) 

和 w = Z + B 

是一个伸缩旋转和一个平移.下面我们进一步 解释。 


例映射 


TV = (1 + Oz + 2 
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把 z 平面上如图104所示的矩形区域映为平面上的矩形区域.写出映射 
Z = (1 + Oz 和 w = Z + 2 

的复合就可看出.因为 l + i =# e X pG '7 r /4), 第一个映射伸长了#倍，角度旋转了 tt /4, 第二 
个映射向右平移了两个单位. 



练习 


1. 说明为什么映射加=&是 z 平面上向量 z 旋转了号得到的向量？求出无限带形区域 

0< o :< l 的 像集. 

答案： 0< r ;< l . 

2. 证明映把半平面工>0映射为半平面 tC >0._ 

3. 用 （ a ) 极坐标； （ b ) 直角坐标求出映射 ' 

XV = (1 + i)z 

把半平面^>0映成的区域，并画出该区域 • 

答案： v > u . 

4. 求出半平面: y > l 在映射 w=(l — 下 的像. 

5. 求出半无限带形 x >0, 0<; y <2 在映射 w = k + l 下的像，并画出带形和像所在的 
区域. 

答案： -1< M <1, T ；<0. 

6. 画出 W = A ( Z + B ) 的几何图形，这里 A ' B 是复常数，且 A /0. 


84映射 w=l/z 

方程 

1 

W = — 

Z 

把切平面和 Z 平面上的非零点 地对应 起来.因为士 


( 1 ) 

，所以映射可由连续 
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映射 



( 2 ) 


300 
I 

301 


来描述. 

第一个映射是单位圆 I zl =1的逆映射.也就是说，非零点=的像是满足 


I Z | = - r-^-r 和 argZ = argz 
I ^ I 

的点 Z . 因此圆周丨 z I =1 外面的点映成圆周 I Z I =1内的非零点（如图 105) ，反之亦然.圆 
I z 丨=1上的任意点映成它自身. （2) 式的第二个映射是一个简单的实轴上的反射. 



图 105 


如果把映射 (1) 写成： 

T(z) = — (Z 关 0 )， （ 3) 

Z 


就可以在原点和无穷远点定义丁，使得 T 在扩.充复平面上连续.为此，我们只需参阅第 I 6 节， 
有 


limT ( z ) = oo 因为 lim 


?7Xl) 


和 


limT ( z )=0 因为 limT (丄 ）=0. 

z-*oo z-*0 \ Z / 

为了让 T 在扩充复平面上连续，且保持2的值不变，记作 

X (0) = oo, T(oo) =0 和 T ( z ) = 


(4) 


(5) 


( 6 ) 


更精确地， （ 6) 式和 （ 4) 、 （ 5) 式的第一个极限表明，对扩充复平面上的每一点別，包括 
和 2 。=00，有 

limTCz ：) == T ( z 0 ) “ （7) 

: r 在扩充复平面上处处连续就是 (7) 式的结论(见第 I 7 节). 由于连续性，无论何时，当讨论的 [ Ml ] 
函数丄涉及无穷远点时， T ( z ) 都是默 认的. 



85 映射 1/z 


点是非零点 z =_ r + i ： y 在映射 W = 1/； K 下的像点，记 w = z /| z 丨 2 ，则 


并且，因为 z = l / w =5/ 丨 


x 2 +y 

丨 2 ,所以有 


+y 


(1) 


(2) 


1 u 2 +v 2 ' u 2 +v 2 - 

下面基于两个极坐标的这一关系的讨论 表明： 映射 W =1 A 把圓和直线仍然映成圓和直线•当 
A 、 B 、 C 、 D 是满足条件 F + OMD 的所有实数时，，方程 

AU 2 + y 2 ) + Bx + Cy + D = 0 (3) 

是任意的圆或直线，若方程表示圆， A ^ O ； 若方程表示直线 ， A = 0. 当 A 关0时，显然要求 
条件 B 2 + C 2 >4 AD . 如果用完全平方的方法， （3) 式重写为 


卜+釕+(，+訟 

当 A =0 时，条件变成 B 2 + C 2 >0, 这意味着 B 和 C 不同时为零.回到楷体部分的证明，我们 
看到，如果: c ， y 满足 (3) 式，我们可以用 （2) 式代替这些变量.化简后，“和 v 满足(也可参见 
下面的练习 14) 


D ( u 2 + 7 /)+ Bu - Cv-h A = 0, (4) 

这表示一个圆或一条直线.反之，如果《和”满足 (4) 式，由关系式 (1) 可知工， y 满足 (3) 式 • 

由 （3) 式和 (4) 式知 

( i ) z 平面上不经过原点（！>尹0)的圆 （ A 关 0) 映成 w 平面上不经过原点的圆； 

( ii ) z 平面上经过原点 （D = 0) 的圆 ( A 关 0) 映成 u ; 平面上不经过原点的直线； 

( iii ) z 平面上不经过原点 （ D 尹 0) 的直线 (A = 0) 映成 w 平面上经过原点的圆； 

( iv ) z 平面上经过原点 （ D =0) 的直线 (A = 0) 映成 w 平面上经过原点的直线. 

例1由 （3) 式和 （4) 式，垂线由映射 w = l / z 映成圆 一(^( V+a + i ^ O ， 或 

( M __L) 2 +w2== (_L) 2 , ⑸ 

圆 （5) 的圆心在“轴上且同 u 轴相切.由 （1) 式，直线上的点(^， W 的像为 

一 )= (rT+y'cT+y)- 

如果 Cl >0， 圆 （5) 的圆心显然位于 U 轴的右侧.因为点（^，： V )在整条直线上移动，所以 
它的像沿逆时针方向跑遍整个圓，扩充 z 平面上的无穷远点对应加平面上的原点因为如果 
^<0,那么 u >0; 并且当: V 从负值增加到0时， “从 0增加到 1/ Cl . 当 >沿正值增加时，”是 
负的， M 减少到 0. 
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另一方面，如果 C ,<0, 圆位于 t ； 轴的 左侧. 当点 （ Cl , y ) 向上移动时，它的像仍然跑遍整 
个圆—但为逆时针方向.见图106,说明了 Cl = l /3 和 Cl = — 1/2的情形. 




例2 映射仿=1/^把平行线 3>= c 2 ( c 2 _0) 映为圆 

“ 2 + 卜+忐 /=( 忐广 ⑹_ 

这个圆的中心在 u 轴上并同《轴相切.在图106中有两种特殊情形，相应的直线和圆的方向也 
已给出. 

例 3当 w = l / z 时，半平面: r > Cl ( Cl >0) 映成圆 

卜-是) 2 +&(是) 2 . ⑺ 

这是因为，由例1，任何直线 X = C ( C > Cl ) 映成圆 

(“_士) 2 +，=(士) 2 . (8) 

并且当 c 以大于 Cl 的值增加时，直线 I = C 向右移动到直线： C = C 1 的右侧，它的像圆 （8) 的半径 
收缩(见图 107.) 因为直线 x==c 经过半平面中的所有点，并且圆 （8) 经过圆盘 （7) 中的所 
有点，所以映射成立 • 


^1 


~0 



图 107 w-=l/z 
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练习 

1. 在第85节中，由 （2) 式的第一个式子指出，当加=1/2时，不等式 i > Cl ( Cl >0) 成立当 
且仅当不等式 (7) 成立.由此给出第85节例3中映射的可供选择的证明. 

2. 证明当 Cl <0 时，半平面: c < Cl 在映射 w = l / Z 下的像是一个圆的内部.当^=0时它 
的像是什么？ 

3. 设0 2 >0时，证明半平面; y > C 2 在映射 w = l / Z 下的像是一个圆的内部.当~ = 0时它 
的像是什么？ 

4. 求出无穷带形 0<^< l /(2 c ) 在映射 W = l / Z 下 的像. 画出带形和它的像 • 

[3051 答案： u z + iv + c y > c 2 , v < 0 . 

5. 求出第一象限; t > l ， y >0 在映射 w = l / z 下的像. 

答案： («-|) 2 +^<(|) 2 , ^<0. 

6. 证明附录 B ( a ) 中图4和 （ b ) 中图5所示的区域和边界部分的映射，这里 w = l / z . 

7. 从几何上描述映射 w = l / U —1). 

8. 从几何上描述映射并说明为什么它把直线和圆映成直线和圆 • 

9. 求出当时半无穷带形： r >0, 0<3/<1 的像. 并画出这个带形和它的像 • 

答案 ： ( M — + ) +^ 2 >( y ) » U > 0 , v > 0 . 

10. 记 u ^ pexpa ), 证明映射 w = l / z 把双曲线 x 2 —; y 2 = l 映成双纽线 〆 =««2多(见第 5 
节中练习 15). 

11. 令圆丨 z 丨=1有顺时针或逆时针 方向. 求其像在映射 w = l / z 下的 方向. 

12. 证明在映射 w = l / z 下当圆映成圆时，原来的圆心却没有映成其像的圆心， 

13. 用2的指数式2=^〃证明映射 

丄 1 

w = z i - 9 

z 

把圆 r = r 0 映成参数表示的椭圆 

u = ( ro ++) cos 0 ，v = ( n > — +) sin 0 ( O <0<2 tt ) 

这里，映射 W = Z + 士是恒等映射与第84节和第85节所讨论的映射的和. 

14. ( a ) 把第85节中方程 (3) 写成如下形式 

2 Azz + (B ~ COz + (B + COz + 2 D = 0, 


这里， z=x+iy t 

( b ) 证明当时， （ a ) 的结果变成 

2 Dww 十 （B + C /) u ;+ (B — COw + 2A = 0. 
然后证明如果方程等同于第85节中的 (4) 式. 
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提示： 在 （ a ) 中用关系式(见第5节） 


86分式线性映射 

映射 


Z + Z 功 Z — Z 

x = 丁 和尸 y 

-W — aZ — be ^ Q) 


[306] 


( 1 ) 


叫做分式线性映射，或者叫做 Mobius 映射，这里 a ， c ， d 是复常数.我们看到方程 （1) 可 
以写成如下形式 

Azw + Bz + Cw + D = 0 (AD — BC # 0); (2) 

反之，任何形如 (2) 式的方程也都可以写成形式 (1). 因为两种形式的方程关于 z 是线性的 ，关 

于 u ； 也是线性的，并且关于:^和比是双线性的，所以分式线性映射也叫做双线性映射. 

当 c = 0 时，方程⑴的条件变为我们看到由此無射得到一个非常数线 

性函数 • 当 c 关0时，方程 （1) 可以写成 

w = — + --- • —~~- (ad — be ^ 0). (3) 

c c cz + d 

所以，条件 ad — 6 C ^0 保证得到的不是一个常函数.映射 w = l / z 显然是映射（1)当时的 
特殊情形. 

方程 (3) 表明，当时，分式线性映射由下面的映射 组成： 

Z = cz + d, W = 1/Z, xv = — + — - —W (.ad — be ^ O'). 

c c 

由此得出，不论 C 是否为零，任何分式线性映射都把圓和直线映成圓扣直线.因为这些特殊的 
分式线性映射都把圆和直线映成了圆和直线（见第83节和第85令）. 

解方程 （1) 求得 z 值为 

z= -dw+b ( ^_ 6c ^ 0 ). ⑷ 

evu — a 

当给定点功是给定点 z 在映射 (1) 下的像时，点 z 可以由方程 (《 得到.如果 c ==0, 因为^和& 

都不等于零， w 平面内的每一点显然畢 z 平面内唯-点的像.如果 c 式0，在 w 尹 a / c 时有同 

样的结论*因为如果 w = a / c ， 那么方程 (4) 中分式线性映射的分母 是零. 为了在扩充 z 平面上 
定义分式线性映射了，使得点功=<1八是^參0时点 z = ^ 的像点，可以扩大映射 (1) 的定 义域. [307] 
首先记 

T ( z ) = {ad-bc^0). (5) 


然后记 


J ( oo ) = oo , 如果 c = 0 




232 


第 S 聿 


和 

T(oo) = y - 和 了 ( 一 f)=oo ， 如果 c#0 

回顾第 17 节中的练习 11, 我们知道了在扩充 Z 平面上是连续的.我们也可以在第84节中扩 
大映射加=1/ 2 的定义域得到这一结果. 

当扩大定义域后，分式线性映射 （5) 就是从扩充 Z 平面到扩充 w 平面上的到上的一一映 
射 . 也就是说，当々參心时， 必有丁 ( Zl ) 关了(心）；并且对于扩充 w 平面上的每一点 w， 都存 
在扩充 z 平面上的点 z， 使得 T( Z )= W . 所以对于映射了，存在逆映射 T— 1 ， 在扩充 xu 平面上 
如下 定义： 

T ~\ w ) = z 当且仅当 TCz ) = w . 

由方程(4)，我们看到 

( w ) = -dw + b ^o). (6) 

cxv 一 a 

显然，： r 1 本身是一个分式线性映射，这里 • 

T'Coo) = CO, 如果 C = 0. 

和 

7^'( 子 )=00 和 ( 00 )=— 争，如果 c 0. 

如果: T 和 S 是两个分式线性映射，那么它们的复合 S[7Xz)] 也是分式线性 映射. 这可结 
合 (5) 式的表达式证明.特别地，对于扩充 z 平面上的每一点 z， 都有 
T'lT(z)^ = z. 

总存在这样的分式线性映射，把给定的三个不同的点々、々、&映为不同的三点训、 
rv t 、 w 3 . 这将在第87节中 证明. 这里 Z 点在该映射下的像 w 由关于^的表达式清楚地给出. 
_ 这里我们要讲述的是一个更直接的寻找所求映射的方法. 

例1求一个把点 

Z\ =— 1 ， z 2 = 0 ， z 3 = 1 

映为点 

w :■ TVi =— if vu 2 = 1» W 3 = i 、 

的分式线性 映射. 因为 1 是 0 的像，由表达式 (1) 可知，1=6/3或者 3=6. 因此 

«;= [Ka-c)^0]. (7) 

cz-rb 

因为 _1 和1分别映为 _i 和 i， 所以有 

ic — ib =— a-\-b 和 ic + ib = a + b. 

把方程两边相对应， 有 c=—ib; 两式相减， 有 a = ib. 所以 
— 必 g + 办 __ biiz + 1) 

^ — ifex + 6 6( — iz + 1)' 
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因为6是任意的并且非零，所以可以取6为单位 1( 或者把它约掉），写作 


iz + l 
~iz + \ 


z 2 = 0, z 3 1 


例 2 假设点 
映为点 

W\ = *UJ 2 = °°* vu 3 = l. 

因为 w 2 = oo 对应点 A =0, 所以在表达式 （1) 中， d =0 ； 所以 
az b 


(be 0). 


因为 1 映为 f ， 一 1 映为1，我们有 

k = a + b 和 

从而有 


a + b ； 


最后，如果令 c =2，（8) 式变为 


4 


+ l ) z +( i - l ) 
Tz • 


( 8 ) 


國 


87 一种隐含形式 

方程 

(iv — ) Ctv 2 — 功3 ) _ (z — Zi ) (. Z 2 一 Z 3 ) G ) 

(zv~ W 3 )(r^2 — ) (z — — Zx') 

(隐式地)定义了一个把有限 Z 平面上的相异点 A 、 z 3 分别映为有限 W 平面上的相异点 
W1 、 斯、％的分式线性映射 0 •为了证明这一结论，我们把⑴式写作 

(z — Z 3 )(w — W ])( z 2 — Z ])( w 2 — W 3 > = (z — Zi )( w — w 3 )( z 2 — z 3 )( w 2 — Wl ). (2) 
如果 Z = ZI ，（2) 式的右侧为 0; 所以有类似地，如果 Z = Z 3 ，（2) 式的左侧为0,从而 
w = w 3 . 如果 z = z 2 , 那么有线性方程 

vu^)ivuz — w 3 ) = Cw — w 3 )(^2 —XVi)^ 

其唯一解为 W = W2 . 我们看到，由 （1) 式定义的映射实际上是一个扩张 （2) 式的乘积而得到的 
分式线性 映射. 把结果写成如下形式 (86 节） 

Azw + Bz + Cw + D = 0. ( 3 ) 


㊀ （1) 式的两侧是交比，在许多书中关于分式线性映射的更广泛的发展中占有很重要的地位 。如： 可参见 R . p _ 
Boas, Imrimtion to Com /^工 Analysis ， PP. 192-196, 1993 . 或 J. B, Conway , Functions of One Complex 
Variable ， 2d ed. ， 6th printing , pp. 48-55, 1997. 
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(3) 式所需要的条件 AD — BC 古0显然满足.因为，如刚才所证明的那样， （1) 式并没有定义一 
个常函数. （1) 式定夂了一个把点4、 z 2 、 分别映为点叫、 w 2 、 w 3 的唯一的分式线性映射， 
证明留给读者（练习 10). 

例1在86节例1中所求的映射要求 

|310| z, =_ 1， z 2 = 0, z 3 = 1 和 =— i, w 2 = 1， w 3 = i. 

把 （1) 式写成 

( w +0( l -0 __ (z + IXO - l ) 

(Ttr-OCl+O 一 (Z-1)(0 + 1 )， 

则得到由 z 表示的解 w ， 较易得到映射 

i — z 
w = r+~z- 

如果适当的修改方程 （1)， 也可以应用到无穷远点是（扩充平面或 W 平面中所描述点之 
一的情况 .. 例如，假设因为在扩充 Z 平面上任何分式线性映射是连续的，我们只需在 

方程 （1) 的右侧用丄代替 A ， 令 々趋于 0: 

之 1 

..(z — l/zi)(z 2 — z 3 ) • = 1： — l)(g 2 — g 3 ) = 之 2 — 之 3 

^0 {z — z^izz — \/z0 # Zi z^o iz — z z ){z x z z — 1) 2：— a ’ 

则我们所要的方程 （1) 的修正形式为 

(tu — 加 1 ) ivoz — 说 3 ) = Z 2 — z 3 
(w — w 3 ) (w 2 — Wi ) Z — z 3 * 

注意到这个修正只是在方程 （1) 中简单删除掉涉及到 4 的因子而正常得到的.易知，当任何其 
他所描述点是 〜时同 样可以 应用. 

例2在86节例2中所描述的点为 

Z, = 1, Z 2 = 0, Z 3 =— 1 和 T^i = if U) 2 = CO, vu 3 = 1. 

在这种情况下，我们用方程 （1) 的修正方程 

vu — W\ iz~ Zi) (z 2 一 之3 ) 

VO — VOz (.Z — z 2 ) (z 2 ^ Zi) 

有 

w — i _ (z — 1) (0 + 1) 
w — l (z + 1)(0 — 1)' 

解出 w ， 我们得到了所求的映射 

[3111 W — . 

练习 

1. 求把点 Zl = 2, Zd z 3 = —2 分别映成点 Wl = l ， W 2 = i , «; 3 = —1 的分式线性映射. 
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答案： vu ~ (32：+2 z )/ ( iz + 6 ). 

2. 求把点 A = — z _， z 2 = 0 9 2 ： 3 = i 映成点 = — 1， xv 2 = i , w 3 = l 的分式线性映射.虚轴 
x = 0 映成了什么曲线？ 

3. 求把点 z 2 = i , A =0 映成点叫=0， w 2 = i , w 3 = oo 的双线性映射 • 

答案： xv =— l / z . 

4. 求出把点 a ， A 映成点 u ^=0， vu z ^\, 加 3 = oo 的双线性映射. 


味也 (Z—4)(22— 之 3 ) 

答案 ： W= ( Z - Z3 )( Z2 ^V 

5. 证明两个分式线性映射的复合仍是分式线性映射，如第86节所述. 

6. 映射 W =/ U ) 的不动 点〜是 指满足/(々）=%的点.证明每一分式线性映射除恒等映 
射 W = z 外在扩充复平面上至多有两个不动点. 

7. 求下列映射的不动点（见练习 6) 


( a ) 


(z-1) 

^ rr ; 


(b) 


答案 ：（ a ) z = 士 i ; ( b ) z =3. 

8. 修正第 87 节中的方程（1>，々和访 2 都是无穷远点.证明任何分式线性映射的不动点 
(练习 6) 是0和 co 时，必有形式尹 0). 

9. 证明如果原点是一个分式线性映射的不动点（练习6)，那么该映射可写成 w = z /(« + 
d ), 这里 d 关 0. 

10. 证明仅存在一个分式线性映射，治给定的扩充 z 平面上的三个不同点 A ， z 2 ，A 分别 
映为扩充 w 平面上的三个不同点 Wi ， 加 2 ， w 3 . 

提示： 令: r 和 s 晕两个这样的分式线性映射.然后说明为什么2, 
3)，用练习5和6的结果证明对所有的〜有 SHUTUUsar ， 这就证明了对所有的〜有 
T(z) = S(z). 

11. 借助于第87节的方程 （1) 证明，如果一个分式线性映射把工轴上的点映到 “轴上 ，那 
么映射的系数除可能的复常数因子外都是实的.逆命题显然成立. 

12. 令丁 ( z ) = ( a z +6)/( cz +£0 是除 IXz )= Z 外的任一个分式线性映射，这里 ad —6 c 尹 
0. 证明：^ 1= =丁当且仅当^ = — a . 

提示： 把方程写成 

(a + tT )\_ cz z id — a)z — b ~\ — 0 . 


88 上半平面的映射 

我们求出所有把上半平面 lmz >0 映成开圆盘1 w | <1并且把上半平面的边界 hnz = 0 映 
成单位圆的边界丨 w I =1( 图 108) 的分式线性映射. 

为了把直线 . lmz =0 上的点映为圆丨 w 丨=1上的点’首先在该直线上选择点 z = 0， z = l ， 
z = oo , 让这些点在分式线性映射 

(ad —6 c 关 0) (1) 

cz + a 
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e 


(Im Zo >0) 


由方程 （l) 可知，当 z=o 时，如果I加丨=1，则 I =1;即 

\ b \ = \ d \ ^ 0. ⑵ 

由第86节，点 z = oo 的像 w 是一个有限数，即如=^八，仅当 c 关0 时. 所以当 z = oo 时要求的 
I it ， | =1 即指 | a/c | =1，或者 

I a | = | c | 7^ 0? ⑶ 

因为 a 和 c 是非零的，所以方程 （1) 可写成 

a z+ (b/a) ( ^\ 

W= 7*l+w7^) - ⑷ 

因为丨 a/c | =1，并且 

IlHfh。. 

由 （2) 式和 （3) 式，方程 (4) 可写成如下形式 

vo= Z ""— (I I = 1 1^0), (5) 

2—2^1 

这里 a 是一个实常数 且〜和 A 是（非零的）复常数 • 

下面我们给映射 (5) 加上条件：当《==1时有丨 W | =1. 所以有 

| 1 — 2 ：i | = | 1 — Z 0 丨， 

或者 

(1 一 Zi )(1 — 之 1) == (1 — Z 0 )(l — 之 0). 

但因为 I Zl 丨=丨2：。丨， 所以々 万并且由上面的关系式可知 

Z\ + Z\ = Zo + Zo ； 

即， Rez^Rezo . 同样也可以得到 

Z\ = Zo 或 z \ = ^0 * 

因为丨 Zi 丨=丨 z 。丨.如果 Z,= Z 。， 那么映射 (5) 就是常函数 W =e X p(h ); 这里 

当 Zl =G 时，映射 (5) 把点 z。 映成原点 w=0; 因为圆丨 w 丨=1内部的点是 z 平面中实轴 
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以上的点的像点，故有 Im 2 o >0.' 所以任何一个有本节第一段所述的映射性质的分式线性映射 
都有形式 


w = e ° - -= ( Imz 0 > 0) , 

z — z 0 


( 6 ) 


这里 a 是实数. 

反之，下面要证明的是任何形如 （6) 式的分式线性映射都有我们想要的映射性质.这可以 
对方程 （6) 的两侧取绝对值而得到并从几何上解释了下面的方程 



如果点 z 位于上半平面，2和=。两点都位于实轴的同一侧，并且实轴是连接 z 和 A 的线段的 
垂直平分线，则可知距离 I z-zo I 小于距离 I z —万丨（图 108)； 也就是说丨 w 丨 <1. 否则， 

如果 z 位于实轴的下方，则距离丨丨大于距离丨丨，所以丨 w 丨 >1. 最后，如果 z 
位于实轴上，因为 I W I =1，则 | Z—Zo I = I Z—Zo I . 因为任何分式线性映射都是从扩充 z 
平面到扩充 W 平面的一一映射，这表 明映射 （6) 把平面 Im Z >0 映到圆盘 丨 W | <1 并且把上半 TO 
平面的边界映为®盘的边界. 

我们的第一个例子阐明了上面楷体部分结果的应用. 

例 1在第86节和第87节的例1中，映射 

加=( 7) 

可以写成 ' 

w = e " ^4. 

Z — I 

因此具有楷体部分所描述的映射性质（也可参见附录 B 中的图13,指出了相应的边界点). 

上半平面 lmz >0 在其他类型的分式线性映射下的像，通过检査问题中的特殊映射是较容 
易得到的. 

例2 记 z = ; c + i：y 和 w = “+ iv ， 容易证明映射 


I+T 


⑻ 


把上半平面: y >0 映到上半平面 t > o 并且把工轴映到 m 轴.首先我们注意到，当 z 是实数时’ 
功也是实数.因为实轴: v = o 的像或者是一个圆，或者是一条直线，所以实轴; y = o 的像一定是 
实轴 w = o . 并且对任何有限 w 平面上的点 w ， ’ 


v = Imw 


Im 


(z-IXi + l) 
(z + 1) U + l) 


u+i I 2 


( z ^-1). 


所以数 y 和 u 有相同的符号，这意味着位于工轴上方的点对应 位于“ 轴上方的点且位于 Z 轴下 
方的点对应位于“轴下方的点.最后由于工轴上的点对应 “轴上 的点，并且分式线性映射是一 
个从扩充平面到扩充平面的一一映射(见第 86 节）， 上面所述的映射 (8) 满足映射性质 • 



我们的最后一个例子是关于复合函数，应用例2中讨论的映射. 

例3映射 

-= L °g^I 

是函数 

Z = : } 和 XV = LogZ 

的复合.这里取的是对数函数的主值支. 

从例2可知， （10) 的第一个映射把上半平面3<>0映成上半平面 Y >0, 这里 z = x + Z >， 
Z=X+iY. 并且从图109易知， （10) 的第二个映射把上半平面 Y >0 映成带形 0< W <7 r ， 这里 
■w=u + iv. 更清楚地，记 Z = J ? exp ( i ©) 和 

LogZ = lnR + i@ ( i ?>0,— 

我们看到，当一点 Z = i ? exp (£0。） （0<@。<兀)从原点沿直线0=0。向外移动时，它的像是 w 
平面上成直角坐标的点 （ InJ ?， 0。）. 显然像沿整条平行线 r；=0» 向右移动.因为当 0。 在 0。=0 
和0。=兀之间移动时，这些直线位于带形内，事实上从上半平面 Y >0 到这个带形的 
映射是一一的. 

由此表明，由映射 （10) 组成的复合映射 (9) 把平面 y >0 映到带形 0< t ;<7 T . 相映的边界点 
在附录 B 的图19中. 


(9) 


( 10 ) 



1 > 

Tti 


扭 — 


o 

U 


w=Logz 


练习 

1. 在第88节的例1中，映射 


i —z 

把半平面 l mz >0 映到单位圆丨 w | <1， . 并且把半平面的边界映成单位圆的边界.通过证明工 
轴上的一段映成了图中所示部分来证明点映成点 



2 x 


并完成附录 B 中图13的映射的证明. 
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2. 证明附录 B 中图12所示的映射，这里 

Z — 1 

提示： 把给定的映射写成映射 

Z = tz , W = ^|, w =- W . 

t + z 

的复合，参考练习1中所证明的映射. 

3. ( a ) 求映射 

i — z 

w = iTl 

的逆映射并应用附录 B 中图13所示的映射（已在练习1中证明）证明映射 

.1 — Z 

一 m 

把圆盘 I Z I <1映成半平面 Im W >0. 

( b ) 证明分式线性映射 

z — 2 

W = - 

z 

可以写成 

Z = z - l , W = w = iW . 

应用 ( a ) 的结果证明该映射把圆盘丨 ^-1 I <1映成左半平面 Rew <0. 

4. 第88节的映射 （6) 把点 z = oo 映成位于圆盘 | w | <1的边界上的点 w = exp ( i «). 证明 
如果 0< a <2 jr 且分别把点 z =0 和点 z = l 映为点 w = l 和点 w=exp ia /2 , 则该映射可以写成 

i , z + exp (— ia /2) 

W==e , + exp(ia/2r- 

5. 注意到当 a = f 时，练习4中的映射变成 

_ iz + exp ( i 7 r /4) 

W z + exp(i7r/4) * 

证明这一特殊情况把 x 轴上的点映成如图110所示的点. 

6. 证明如果 Im Z |) <0, 第88节中的映射 （6) 把下半平面 lmz <0 映到单位圆盘 I w 丨 <1. 

7. 方程 w = log ( z —1) 可以写成 

Z = z —1, w = logZ . 

求 logZ 的一个分支，使得: r 轴上去掉 工>1 外的割破 z 平面由 w = log ( z _ l ) 映成 w 平面上的 
带形 0< t ;<27 t . 
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89 映射 w=sinz 

因为（第33节） 

sinz = sinxcoshjy + zcosisinhjy， 

所以映射 ^= sinz 可以写成 

u = sinxcoshjy， v = cosxsinh.y. (1) 

求原点在该映射下的像，一种方法是检査垂线1=0 的像. 如果 o < Cl <| ■，那么直线 


x = c , 上的点变成了曲线 

u = sine, coshy » v = coscisinh^ (— oo <； y <； oo ) , (2) 

上的点.曲线 (2) 是焦点为 


的双曲线 


=±Vsin 2 Ci 4- cos 2 Ci =士 1. 
M 2 W 2 — 1 . 


的右 分支. （2) 的第二个方程表明，当点 （<：,，： y) 沿整条直线向上移动时，它的像也沿整条双 
曲线的分支向上移动 • 直线和它的像如图111所示，这里相应的点已经标出.特别地，我们 
知道，存在一个一一映射把直线的上半段 （: V>0) 映为双曲线分支的上半部分 （《>0). 如果 


— i < c ,<0, 那么直线 x = Cl 映为上半双曲线的左分支.如前所述，相应的点已在图111中 
标出. 



图111 
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我们需要考虑直线; c = 0 或 y 轴，由方程（1)，每一点（0, y) 的像是(0, sinhy ). 所以 y 轴 
一一地映为^轴，并且正 J 轴对应正 r 轴. 

现在我们考虑如何应用这些观察得到一定区域的像. 

例1这里我们证明扣= 3 ^是一个把 z 平面上的半无穷带形 一f •映为 w 平面中 

上半平面的一一映射. 

为此，我们首先证明带形的边界一一地映成 w 平面上的实轴，如图112 所示. 线段 R4 的 
像在方程 （1) 中记作 J： = | •并且限定; y 非负.因为当 x = "| •时， w=cosh>, v = 0, BA 上的有代 

表性的点(号，： y) 映为功平面上的点 （ coshy，0：); 当(号，： y) 沿 B 向上移动时，它的像必须从 

B' 的右侧沿《轴 移动. 平行线段 DB 上的点（X， 0) 有像 ( sim， 0；)，当: c 从: c = — | ■到 i=| ■增 
加或(X ， 0) 从 D 移动到 B 时，其像 （siar ，0) 从 D' 的右侧移动到 B '. 当线段 D £ 上的点 
：y) 沿 D 向上移动时，其像 （_cosh：y，0) 移动到 D' 的左侧. 



图 112 xv = sina : 


带形 一7 t /2<: r <7 t /2， y >0 内的每一点都位于垂直半直线， y >0(- Jt /2< c ,<7 r /2) 

上，这已经在图112中证 明过. 这些半直线的像是不同的，并且在整个半平面^>0上是连续_ 
的.如果直线: c= Ci (0< Ci <tc/2) 的上半段 L 看作沿正 y 轴的方向向左移动，包含了其像 U 的 
双曲线的右分支开口变宽并且它的顶点 （ sinc i ， 0) 趋向于原点 w =0. 因此1/趋向于变成正 u 
轴.我们在举例之前先看正 J 轴的像.另一方面，当 L 靠近带形边界上的线段 BA 时，双曲线 
的分支靠近“轴上的线段 B ' A ' 并且它的顶点 （ sin Cl ，0) 趋向于点 w = l . 类似的讨论可以在图 
112中的半直线 M 和它的像从'上 讨论. 可以得出结论，上半平面 u >0 中的每一点恰是带形区 
域内部一点的像. 

映射 w=sinz 是将带形 一3 t /2< x <7 t /2， ： y>0 映成半平面的 -映射.最后的结果 

在附录 B 的图 9 中证明.带形的右半部分显然映成了 w 平面的第一象限，如附录 B 中的图 10 
所证明的那样. 

当 w = S in Z 时求出一定区域的像，另外一个方法是考虑平行线段 的像， 

这里 C 2 >0. 由方程（1)，这样一条线段的像是带有参数表示 

U = sinrcoshc 2 ? v = cosxsinhc 2 (― 7c ^ x ^ 7t). 


( 4 ) 



242 


第 S 聿 


的曲线.容易看出，曲线是椭圆 


cosh 2 c 2 sinh 2 c 2 


(5) 


其焦点是 


vu =±i/cosh 2 c 2 — sinh 2 c 2 =+ 1. 

在图113中，点（: c ， c 2 ) 的像从点 A 向右移动到点£，沿逆时针方 向围绕 椭圆形成了一个闭回 
路.注意到当正数 C 2 取更小的值时，椭圆就会变得更小，但焦点还是（士1， 0). 在^=0的情 
形，方程 (4) 变成 


u = siruc ， w = 0 (― 7r < ^ 7r) ; 

我们发现 x 轴上的区间 一7 r <: c <; r 映成了 u 轴上的区间一 当^ 2 >0时，该映射不是 

一对一的. 


: y 

A B 

V 

, C D E y _ c 

c 



° 

i n x 



图 113 w= sinz 


下面的例子就依赖于这种评注. 

例2在图114中，我们已经证明了矩形区域一 7 r /2< x <7 r /2, 0<： y <6 由映射 W = sin Z — 
一地映成了半椭圆区域，并且也指出了相应的边界点的映射.因为如果 L 是一条线段 y = 
c 2 (-^/2< x <^/2), 这里 0< C 2 <&， 它的像1/是椭圆 （5) 的上半部分.当“下降时， L 朝工 
轴向下移动，半椭圆 L ' 也向下移动并且趋近于变成从切=_1到 w=l 的线段 E ' F ' A '. 事实 
上，当~=0时，方程 (4) 变成 



图 114 w = siaz: 
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显然这是一个从线段 EFA 到线段 £' FW 的一一 映射. 任何在 w 平面的上半椭圆区域内的点仅 
仅是位于半椭圆上，或者位于极限情形£：卞次'上，并且这一点恰恰是 z 平面上矩形区域内一 
点的像.我们就验证了这正是所求的映射，这一映射在附录 B 的图11中也有证明. _ 

一旦由 sin 函数形成的映射已知，与 sin 函数联系紧密的其他各类函数的映射就较容易得 I 

到了. iMi 

例3 由恒等式（第33节） 


COSZ 


= + f ) 


可知，映射 w = cosz 可连续地写为 


Z = z + 号 ， vu = sinZ. 


由此可知余弦映射就是向右平移了 f 个单位的正弦映射. 

例4 由第34节可知，映射 w = sinhz 可以写成 £ sin ( k )， 或者 
Z = iz ， W = sinZ ， w =— iW. 

也就是说，映射 w = S inh 是一个正弦映射和一个向右旋转一定角度的映射的复合.同样，映 
射 u ;= cosh2 ： 是一个余弦映射，因为 coshz = cos ( i2 ：). 


练习 


1. 证明映射 w = sinz 将垂线 xsq ( — <0)的上半部分（: y >0) — 一地映成第89节 

中双曲线 (3) 的左支的上半部分 ( t ；>0)， 如本节图112所述. 

2. 证明在映射 w = sinz 下，直线——地映成第89节中双曲线 （3) 的右 
支.注意到是一一映射，并且直线的上半部分和下半部分分别被映为了分支的下半平面和上半 
平面. 

3. 在第89节的例1中用垂直的半直线来证明映射 t :;= S inz 是将开区域一 ， y >0 

映为半平面 x ；>0 的 一一 映射.用水平线段 y = C 2 (_ f«f ) 来证明这一结果，这里 Q >0. 

4. ( a ) 在映射 w = sin Z 下，图115中的线段和弧 D ' fT 是矩形区域 0< y < l 的 
边界线段的像.弧 D ' fT 是椭圆 

cosh 2 1 sinh 2 1 

的四分之一 . 

( b ) 用水平线段的像来证明，映射 W =sin Z 是区域 ABCD 内的点和区域 A'B'C'D' 内的点 
之间的一一映射，从而完成图115中所示的映射 • mu 

5. 证明映射功=4!12把位于 x 轴上方的矩形区域 一7 t < o ：<7 t ， 的内部映成一个椭 
圆环的内部，这个捕圆环沿负实轴上的线段 一 sinh 6< v < — sinha 有一割线，如图116所示. 
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图 116 w= sins ： 


注意到，当矩形区域内部的映射是 一一 映射时，其边界的映射不是 一一 的. 

6. ( a ) 证明方程 w = cos hz 可写成 

■Z = iz + | ， iv = sinZ . 

( b ) 用 （ a ) 中的结果和附录 B 中图10的映射 sinz 证明映射 w == cos hz 把 z 平面上半无穷带 
形区域工>0， 0<： y <7 c /2 映成 w 平面上的第一象限 k >0， v ^ O , 并指出两个区域边界的相应 
部分. 

7. 注意到映射 W = co S hz 可以写成映射 

Z= e z , W = Z+^ w = y w 

的 复合. 参考附录 B 的图 7 和图 16 证明映射 w = coshsr 把 z 平面上半无穷带形区域 x >0, 0< 
:映成 w 平面中的下半平面 w <0, 指出相应的边界部分. 

8. ( a ) 证明方程 w = sinz 可以写成 

Z = f(z + j)，W = coshZ , iju =— W. 

( b ) 用本题 （ a ) 中的结果和练习7，如附录 B 的图9所示，证明 w = coshz 把半无穷带形 
区域 一 y > 0 映成半平面 W >0( 这一映射在第89节的例1中以不同的方法 
证明过）. 

90 z 2 和 z 1/2 的分支定义的映射 

在第2章中（见第12节），我们考虑了关于映射 w = z 2 的相当简单的映射，映射可 


写成 
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u = x 2 — y 2 , v = Ixy. ( 1 ) 

的 形式. 下面我们给出一个更基础的例子，考察相关的映射 w = z 1/2 ， 这里取平方根函数中一 
个特殊的分支. 

例 1我们用方程 （1) 来证明，图117中的垂直带形 0< x < l ， 的像是图中所示的闭 
半抛物形区域. 

对于0<々<1，当 y 沿乂=0递增时，点（:^， W 向上移动形成一个垂直的半直线，在图 
117中记为 L ,. 由方程 （1), 其像的迹在仰平面中有参数表 达式： 

u = x\ — y 2 , v = 2x^y (0 < 3; < oo). (2) 

由第二个方程解出 y 代人第一个方程， 像点 (u ， d —定位于顶点为（ X ，0)，焦点为原点的抛 
物线 


v 2 =-iscHu-xl) (3) 

上.因为 V 关于 J 沿 p = 0 递增，由 （2) 的第二个方程，当点(^， w 沿直线从: C 轴向上移动 
时，其像沿 M 轴向上移动到抛物线的上半部分 LV 此外，当数 _ r 2 大于: c , 但小于1时，相应 
的半直线1 2 有像 L ' 2 , 如图117所示，是位于 IA 右侧的半抛物线.事实上，图中半直线 BA 
的像是抛物线 V = —4 U —1) 的上半部分，记为 B ' A '. 



由方程（1)，根据 CD 上的点（0, W 映成⑽平面上的点（一/，0)，我们可以求出半直线 CD 
的像，这里所以，当一点沿 CD 从原点开始向上移动时，其像沿《轴从原点向左移动 • 
显然，当平面中的垂直半直线向左移动时，其在平面中的像半抛物线向下收缩变成半直 
线 C ' D '. 

显然，由 CD 和 BA 以及它们之间的半直线形成了以 A ' BH ' 为边界的闭半抛物型区域 • 
并且，该区域中的每一点都是以 ABCD 为边界的闭带形区域中唯——点的 像点. 所以我们断 
言，半抛物形区域是带形区域的像，并且这两个闭区域之间存在一一映射（对比附录 B 中的图 
3,这里带形区域的宽度可以改变). 

对于映射 z 1/2 的分支，由第8节，当 z 弇0时， z 1/2 的值是 z 的两个平方根.由第8节，用 
极坐标表示 


z = rexp(z0) (r* > 0 ， 一 7r 0 < 兀）， 
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则 

2 '/ 2 = ^ exp i(0±2M a = 0,1), (4) 

当是 = 0 时为主根.在第 31 节中，我们知道 z 1/2 也可写成 

Z m = exp(ylo g2 r) (z^O). (5) 

取 logz 的主值支就得到双值函数 z 1 / 2 的主值支 F „( z ) , 记为（第32节） 

F 0 (z) = exp^-|-Logz j ( I z I > 0 , 一 兀 < Argz < tc). 

因为 

yLogz = y (lnr + ®@) = InVr + y 

^ 24 ] 所以当 z = rexp ( z '®) 时 

225 F 0 (z) = V^exp — O > 0 ， 一 jt < 0 < tt). (6) 

当是 = 0 且一 K <0<7 t 时，方程 （ 6 ) 的右侧同方程 （4) 的右侧 相同. 原点和射线形成了 
• FUz ) 的支割线，原点就是支点. 

曲线和区域在映射比 = F 0 U ) 下的像为 u ^ pexp (⑹，这里显然此映射把 
辐角二等分，当 z = 0 时视为 W = 0 . 

例2容易证明 ， 扣=^( 2 )是从四分之一圆 0< r <2, 0<0<晋到 w 平面上扇形0< 

0<4< f 的一一■映射（图 118). 为此，我们看到，当点从 

原点沿长度为2倾角为 ft 的半径兄向外移动时，其像 xt ^ V ^ expG ^/2) 在 a 平面上从原点 
沿长度为 V? 倾角为 ft /2 的半径向外移动.如图 118, 图中另一半径 i? 2 和其像 i?' 2 也是 
如此.从图上显然可以得知，如果 z 平面上的区域除去从 DA 开始到 DC 结束的半径，则加 
平面上也相应地除去从 CA ' 开始到 D ' C 结束的 半径. 这样就建立了两个区域点与点之间的 
-•对 应. 
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例3映射 W =Fo(sinz) 可以写成 

Z = sinz, W = F 0 CZ) ( | Z | > 0» — 7c <1 ArgZ < n). 

如第 89 节中例 1 结尾所示，第一个映射把半无穷带形区域0<工<"|，： y>0 映成 Z 平面上的第 
一象限 x>0，y>0. 第二个映射可理解为 ^(0)=0 把第一象限映成如平面上第一卦限.这 
些连续的映射如图119所示，并且相应的边界点已经指出- 



图 119 w=Fo(sin 2 ：) 


当时，由对数函数的分支 

logz = lnr + i (® + 2 it ) 

和方程 (5) 得到 z 1/2 的分支 

F, (z) = Vrexp » (0 + 2 ^ . (r > 0, - tt < 0 < 7t) (?) 

对应方程 (4) 中々=1的情形 • 因为 exp ( iK ) = — 1， 所以 F 1 ( z ) = _ Fo (2：)_ 所以士 FoU ) 代表 
z 1/2 在区域 r >0, — jt <0< n 中取到所有点的所有值.如果由表达式( 6 )，延拓 F 。 的定义域到 
包含射线 0= tt ， 并记尸。（0)=0,则士 FoU ) 代表整个 z 平面上 z 1/2 取到的所有值 • 

在表达式 (5) 中由 logz 的另二分支得到》 1/2 的另一分支.由射线所确定的分支形成了 
由方程 

(z) = -Jrexp ^ (r〉0，a < 0 < «+ 2ir) (8) 

给出的支割线.我们看到，当时，有分支尸。（2)，当 a =7 t 时，有分支 ^ U ). 同 F 。 的 
情形一样，由表达式(8)，在支割线上的非零点定义/•，并记作/«(0)= 0 , 人的 定义域可以延 
拓到整个复平面.这种延拓在整个复平面上是不连续的- 

最后， 假设 n 是任意的正整数， z 1 /” 的值是时 z 的”个根；由第31节，多值 

函数 z 17 •可以写成 

= exp ^ logz j = V^exp l( '^^ kn 2 = 。,1,2广.’”_1)， 

这里 | Z | ， 0= Argz . 我们已经考察过 ” = 2 的情形.一般情况下，对每一个》，定义在 
区域 r >0, — jt <0< Jt 上的函数 

FtU) =^ exp £(0 + 2 ^ (々= 0，1，2广.，》-1) 


( 10 ) 
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_ 是 z "” 的一个分支.当功二％#时，映射 w = F t ( z ) 是从其定义域到区域 

、„ (2* — l)it / j / (2/fe + Djt 

327[ P >°* --- <今< --- 

的一一映射.这些"的 n 分支在区域 r >0, _7 t <0<7 t 内的任意点生成 zWn 个不同的 n 次 
方根.当 A = 0 时是主值支，并且容易得出形如 (8) 的更多分支. 

练习 

1. 证明映射如=*: 2 把直线 y = c 2 ( f 2 >0) 映成抛物线 x /==4 C i (« + d ) 并指出相应的方向， 
所有抛物线的焦点为 w =0( 比较第90节中的例 1). 

2. 用练习1的结果证明映射是把位于: c 轴上方的带形区域映成两抛物线 

V 2 = 4 a 2 (« + a 2 ), n ? = 46 2 (u + 6 2 ). 

之间的闭区域的一一映射. 

3. 根据第90节例1，如附录 B 中的图3所示，指出映射 w = z 2 是如何把任意宽的垂直带 
形区域： y >0 映成闭半抛物形区域的. 

4. 修改第90节例1的讨论，证明在映射 w = z 2 下，由直线: y =± x，x = l 形成的闭三角 
形的像是一个闭抛物形区域，该区域以 w 轴上线段 _2< v <2 为左侧边界，以抛物线 d = _4 
(«_1)的一部分为右侧边界.并证明图120中标出的两边界的相应点. 



图 120 w=^ 


5. 参考附录 B 中图10,证明映射 u >= S in 2 z 把带形区域 0< x < it /2, ：映成半平面 
0,指出相应的边界. 

提示： 参见第12节例3中的第一段 • 

6. 用附录 B 的图9证明，如果 w = ( sinz ) 1/4 ，这里取分数幂的主值支’那么半无穷带形 

区域一 jt/2<Jc<Jt/2, ； y>0 被映成直线和 “轴之 间的位于第一象限的部分，并且指出 

[3281 边界上相应的部分 • 

7. 由第88节的例2,分式线性映射 
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把: T 轴映成X轴，并分别把半平面 y>0 和: y<0 映成 y>0 和 Y<0. 特别地，证明它把 z 轴 
上的线段 一 映成 X轴上的线段 X<0. 然后证明，当取平方根的主值支时，复合函数 



把 Z 平面上除掉: r 轴上线段的部分映成半平面《>0. 

8. 求出 z 平面上区域 r〉0, 一 在每一映射 w=F*U) (* = 0, 1, 2, 3) 下的像 
区域.这里 F t U) 是第90节方程 （10) 中给出的映射 z 1 " 的四个分支. 

91多项式的平方根 

下面我们考虑由多项式和 z 的平方根复合而成的映射. 

例1注意到双值函数 ( Z—Z。）" 2 是平移 Z = 2-«„ 和双值函数艺 /2 的复合，我们就得到双 
值函数 U—z。）" 2 的分支.的每一分支决定了 U_A) l/2 的每一 分支. 当 Z=i?， 时， Z 1/2 的 
分支是 

2 1/2 =v^exp_ (J?>0, a < (9 < a + 2w). 

所以如果我们记 

R = \ z — z 0 \ 9 0 = Arg(z—2： 0 )> 0= argCz — z 0 ), 

U- Z o) 1/2 的两个分支是 

G 0 (z) = \/^exp 警 (i? > 0* — 7c <C @.<C tc) (1) 


《 0 U) = VRexpj O?>O,O<0<2tc). (2) 

在记号 GoU) 中用 2 1/2 的分支定义 Z 平面中除原点和射线 ArgZ=7r 外的所 有点. 所以映射加 = \m 
Go(z) 是把区域 

| z — z 0 I > 0, — it < Arg(z — 2：o ) < 7C 
映成 it; 平面的右半平面 ReuOO 的——映射（图 121). 映射 w=go(z) 是把区域 
| z — « 0 I > 0, 0 < arg(z — z 0 ) < 2 tc 

映成 u; 平面的上半平面 lnm;>0 的一一映射 • 



图 121 w=G 0 («) 
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例2我们考虑双值函数 U 2 _ l ) 1/2 . 由对数函数的性质，可记作 

(Z 2 — 1) 1/2 = exp["|"log(z 2 — 1) J = expj^-|-log(z — 1) 4- -|-log(z + 1) J , 


或 


( z 2 - l) i/z = ( z - l ) 1/2 ( z + l ) 1/2 U 乒 ±1). (3) 


所以，如果//幻是^一 1) 1/2 定义在区域 A 上的分支， / 2 U ) 是 U + l ) 1/2 定义在区域 D 2 上 
的分支，那么乘积是 （/ — 1) 1/2 定义在位于区域 A 和 A 上的所有点的 
分支. 

为得到 U 2 —1) 1/2 的一个特殊分支，我们应用由方程 （2) 给出的 U — l ) 1/2 的分支和 U + l ) 1/2 
的分支.如果记 

r x = \ z — \ \ 和 d \ == arg(z — 1) ， 

则 U —1) 1/2 的分支是 


/i ( z ) = yn~exp ( r , > 0 T 0 <； ^1 < 2 u ). 


由方程 (2) 给出的 （ z + l ) 1/2 的分支是 



( r 2 > 0,0 < ^2 < 2k) » 


这里 


r 2 *= I 2 ：+ 1 I 和 dt = arg ( z + 1). 


所以这两个分支的乘积， B 卩 U 2 _ l ) 1/2 的分支/由方程 

/(z) = v ^77exp^±^ 


(4) 


决定，这里 

r k >0, 0<d k <2n (k = 1,2). 

如图122所示，函数/在 z 平面上除去射线0>0,込=0外处处有定义，射线々 X )， 02=0为 
x 轴上: c > — l 的部分. 

由方程 (4) 给出的 ( z 2 —1) 1/2 的分支/可延拓成 • 

F(z) =s/r x r 2 exp 1 ^ 1 ^~込） ， ⑸ 


这里 

r k > 0, 0 < ft < 2 nik = 1,2) 且 r , + r 2 > 2. 

下面我们将看到，这个函数的定义域为整个 z 平面除去工轴上线段一 1 的部分，并且该 
函数在其定义域内解析 • 

因为对在 F 的定义域除去射线^>0, ft =0 的所有点 h FCz )= f ( z ), 所以我们只需证 
明 F 在射线上解析.为此，我们形成由方程 （1) 给出的（《—1) 1/2 和 （ z + D 172 的分支的乘积•即 
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考虑函数 

G(z) =y^exp^±®^ ( 

这里 

r! = | z — 1 | , r 2 = I z + 1 I , ©i = Arg(« — 1) , © 2 = Arg(z +*1). 

且 


r* >0, — jt< 狄 <k ik = 1,2). 

注意到 G 在整个 z 平面上除去射线 n >0, 0:=^ 外 解析. 当点 z 位于射 线^>0, 0,=0 
上或上面时， F (^)= G ( Z ), 所以艮=狄（是=1， 2). 当点 z 位于该射线以下时^=0* + 2以是= 
1， 2). 所以， exp (^ t /2) = - exp (£0 4 /2), 就是说 

exp i^±^=(expf)(exp f)=exp 

所以，又有 FU )= GU ). 因为 FU ) 和 GU ) 在包含射线 n >0, 6^=0的区域内相同且 G 在该 
区域解析，所以 F 在该区域内 解析. 所以，在图122中， F 除线段卩 2 朽 外处处解析 • 


图 122 

由方程 （5) 定义的函数 F 不能延拓到一个在线段尸 2 厂上也解析的函数.当点 z 沿线段向 
下移动时，方程 (5) 右侧的值从点跳到点 一 附近.所以，在这点的延拓甚至是不 
连续的. 

我们将会看到，映射 w = FU ) 是从定义域认到区域的一一映射.这里1^由2平面上 
除去线段 PzPi 外的所有点组成，由 w 平面上除去 t 轴上线段一 外的所有点组成 

(图 123). 







图 123 w=F(z) 
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在证明这一结论之前，我们注意到如果2 = &(>0>0),那么 
331 r i — r 2 \ 和 6 \ dz = Jr ; 

I 所以，正 y 轴由 w = 映为 t ; 轴上 v>l 的一部分.此外，负 y 轴映成了 I ；轴上 p < — 1的部 
_ 分.区域在上半平面 y >o 的每一点映成了加平面的上半部分 z；>o. 区域在下半平面 
7<0的每一点映成了 W 平面的下半部分 u <0. 射线 n >0, ft =0映成 W 平面的正实轴，射线 
r 2 >0, 0 2 = k 映成 w 平面的负实轴. 

下面证明映射 w=F(z) 是一一的.如果 FUJsFCq ), 那么 z 〖一l = z〗一1. 从而， 2 ,= 
☆或 21 = _&.由 F 分别映射区域 D, 的上下平面的方式，以及位于区域£»,的实轴部分可知， 
Zl =— 々是不可 能的. 所以，如果 F( Zl ) = F( Z2 )， 那么 Zl = Z2; F 是一一 的. 

如果找到一个函数 H ， 若 z = H ( w ), 则如=尸( 2 )，函数 H 把区域 £)„ 映成区域 D z ， 那么 
我们可以证明， F 把区域 D , 映到区域下面我们将证明，对于区域中的任意一点 w ， 
存在区域中的一点 2 ,使得 F ( z )= w , 即映射 F 是到上的.映射 H 将是映射 F 的逆映射. 

为找到 H , 首先我们注意到，如果 w 是关于特殊的 Z 的（/ 一 1) 1/2 的一个值，则 — 
1；所以， z 是(《； 2 +1)" 2 关于的一个值.函数 H 将是双值函数 

(u/+l) 1/2 = (w-0 1/2 (w+0 1/2 (w_±i). 

的一个 分支. 由得到函数 FU ) 的过程，我们记 bpexp (冰）和 w ^+ hpexp (冰 ）（ 见图 
123)，且 

pk > 0 ， — ^ ^ (是=1 ， 2) 且 pi + 作 〉2 ， 

则我们可写作 

H(w) = V ^ iOi j02 exp ? -- » ⑹ 

其定义域为映射2=只(^>)把 D „ 中 位于“ 轴以上或“轴以下的点分别 映成工 轴上面或下 
面的点，并把正《轴映为正 I 轴上 t >1 的部分，把 负“轴 映为负^轴上 x < — 1的部分.如果 
Z = H ( W ), 则 z 2 = W 2 + l ， 所以 W 2 = z 2 — 1. 因为 z 在 D , 中且^^^和一扒幻是认中点的 
( z 2 — 1) 1/2 的两个值，所以 w = F ( z ) 或 u >=_ F ( z ). 但是从 F 和 H 分别映射它们定义域的上 
半平面和下半平面以及位于该定义域内的实轴部分的方式可知， w = F ( z ). 

由双值函数的分支形成的映射 

■w= (z 2 +Az+B) w = [( Z - z 0 ) 2 -^] I/2 U 关0)， 

[3331 这里兌 =—2 z 。， B = zl= zf. 

可看作是例 2 中的函数 H 和连续映射 

Z = W = (Z 2 -1) 1/2 , W = z,W. 

Zi 

的附加结果. 

练习 

i. 第91节例 2 中函数 U 2 — 1) 1/2 的分支 F 按照坐标 n，r 2 , 汍，込定义，从几何上解释为 


(7) 

( 8 ) 
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什么坐标^>0, 0< ft + ft <7 t 就是 z 平面上的第一象限 x >0, ^>0. 然后证明映射 w = F ( z ) 
把 z 平面上的第一象限映成 w 平面上的第一象限《>0, ^>0. 

提示： 为了证明所描述的就是=平面上的第一象限 x >0, y >0, 注意在正 j 轴上的每一 
点有 &+ ft =7 T ， 当点 z 沿射线 &= C (0< c <7 t /2) 向右移动时，久+込就会减小. 

2. 在练习1中映射面上的第一象限映成 w 平面上的第一象限，证明 


= nr 2 十 x 2 — y - 1 


和 


n r 2 — _ r 2 + y + 1， 


这里 （ r ir2 ) z = (: c 2 +/ + l ) 2 —4 x 2 , 双曲线 r 2 —y = 1 在第一象限的部分的像是射线 t / = 
m(m>0). 

3. 证明练习2中位于2平面上第一象限的双曲线以下的区域 D 是 n >0, 0< ft + ft <7 r /2. 
证明 D 的像是八分圆 0< t ；< M ， 描述区域 D 和它 的像. 

4. 令 F 是第91节练习2中定义的 U 2 — 1) 1/2 的分支，令 Z () = r ee xp (诏。 ） 是一个不动点，这 
里「。>0, 0<& 0 <2 n . 证明 （ z 2 — d ) 1/2 的分支尺 割破点 z 。 和一 Z 。 之间的线段并可写成 

= z 0 F ( Z ) , 这里 Z = z / z 0 . 

5. 记 z — 1 =n expGS ! ) ， z+l = r 2 exp ( i ® 2 ) > 这里 

0 ft 2 x 和 一 jt < @2 <1 兀， 


定义函数 ( a ) u 2 — i ) i/2 ; 的分支.在每一种情况下，支割线都是由两条射线汍= 

0， @ 2 =7 T 组成. 

6. 用第91节的概念证明函数 


W = 



是与第 91 节中函数《；=厂(2)的定义域相同、支割线也相同的 分支. 证明这一映射把1) 2 映 
成右半平面^>0， -7 t /2<^<7 t /2, 这里点 w = l 是点 z =° o 的 像点. 并且证明其逆映射是 

z (Re w >0). 

1 — W 


(参考第 90 节中的练习 7) 

7. 证明练习6中的映射把 z 平面的上半平面中单位圆丨 z | =1外的区域映成 w 平面第一 
象限中直线^ = «和《轴之间的区域.并描述这两个区域. 

8. 我 们记： z = rexp ( i 0) f z — 1 = n exp ( i_@i >， z+l = r 2 exp ( i 0 2 ), 其三个辐角的值都位 
于 一 Tt 和 TC 之间. 定义函数 OU 2 — l )] 1 " 的分支，使得支割线由 X 轴上的线段工 <一1 和 0 < 

组成. 

92黎曼曲面 

本章的最后两节我们对定义在黎曼面上的映射的概念做一个简单的介绍.这个概念是由不 
止—个叶片组成的复平面的推广.这一理论依赖于下面的一个 事实： 即黎曼面上的每一点仅仅 
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对应着给定多值函数的一个值.这两节的主要内容不会在后面的章节中用到，读者可以跳过这 
里直接阅读第9章. 

对于一个给定的函数来说，一旦黎曼面给定，函数在这个面上就是单值的，并且应用的都 
是单值函数的理论.因为函数是多值的，所以可由几何工具恢复，复杂性也就加大.然而，会 
涉及叶片与叶片之间的黎曼面的描述和适当概念的安排.我们仅考虑相当简单的例子，以 logz 
的面为例. 

例1对于每一非零函数 z ， 多值函数 

logz = lnr + id (1) 

有无穷多个值.为了像一个单值函数那样描述1叫2的性质，我们用这样的一个平面（称为黎曼 
面)来代替去掉原点的 Z 平面.在这个平面上，每当 Z 的辐角增加或减少 27 T 或 2 K 的整数倍， 
logz 就对应平面上一个新的点. 

我们把去掉原点的2平面作为沿正实轴割破的叶片1?。.在叶片只。上，令0从0变到 27 T . 
令第二个叶片艮沿同样的方式割破并把它放在叶片 i ?。 的前面.将 J ?。 截口的下岸同艮截口 
[3351 的上岸粘合.在叶片 拓上， 角0从 2 k 变到4们所以*可以用尺，上的点重新表示，此时 logz 
的虚部从 27 t 变到 4 tc . 

叶片私以同样的方式割破，把它放在 叶片私 的前面，叶 片亿截 口的下岸同叶片私截 
口的上岸粘合.类似地，叶片 R 3 , 私，…都以同样的方式割破且以同样的方式粘合.在叶片 

的割破面上，0从0变到一 27 T , 把它放在叶片 i ?。 的 前面； 以同样的方式得到叶片 i ?- 2 , 
R - Z ， 在任一叶片上，点的坐标 r 和0都可看作原始 z 平面上点的投影的极坐标.限制沒 
的角坐标，在每一叶片上确定其范围为&弧度. 



图124 

在这些由无穷多叶片连成的面上考虑任意的连续曲线.当点 Z 跑遍曲线时，1%2的值是连 
续的，因为0是连续的，此外， r ■也连续地 变化； 此时曲线上的每一点都仅有一个 logz 的值和 
它对应.例如，当点 z 在叶片 J ?。 上围绕原点沿如图124所示的路径移动形成整圆时，其角从 
0变到21当它穿过射线0=2兀时，点进人叶片私，其角从 2 k 变到4^当它穿过射线0=4兀 
时，点进人叶 片私. 

这里描述的是 lo 私的黎 曼面. 它是由无穷多叶片组成的连通的面，使得对黎曼面上的点， 
logz 是单值 函数. 

映射 W = logz 把整个黎曼面一一地映成整个4平面，叶片私的像是带形(见第 
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88节的例 3). 当点 z 在叶片込上沿如图125所示的弧移动时，它的像 w 沿如图所示的直线 
u = 2 tt 向上移动. 



图 125 國 

注意到定义在叶片柘上的 logz 就是解析函数 

f ( z ) = lnr+W (0<^< 2^) 

沿正实轴向上运动的解析连续. logz 不仅仅是黎曼面上所有点 z 的单值函数，也是该黎曼面上 
所有点：的解析函数. 

当然这些叶片也可以沿负实轴或其他从原点出发的射线割破，并适当地粘合这些叶片的截 
口形成 logz 的黎曼面. 

例2对 2 平面上每一个异于零的点，平方根函数 

Z U 2 = ^«/2 ( 2 ) 

有两个值和它相 对应. 如果叶片丑。和叶 片兄都 割破正实轴，把它们粘合起来，并且 私在尽 
的前面， R 。 的截口的下岸与見的截口的上岸粘合，尺 i 的截口的下岸与及。的截口的上岸粘 
合，以之代替 Z 平面，我们就得到/ /2 的黎曼面. 

当点 Z 从 R 0 的截口的上岸沿逆时针方向连续绕原点一周 
(图126)，辐角0从0增至 2 tt 并从叶片 K 进人叶片私，在后一叶 
片 私中， 0再由 2 tc 增至 471. 当点 z 再继续运动时，它仍回到叶片 
i ?。 上. 在 i ?。 上，0的值可以认为是由 4 tc 增至 6； t ， 或由0增至 2 tt ， 

对于函数 z 1/2 的值没有 影响. 注意，当点 z 从叶片1?。进人叶片反 
时， z 1/2 的值不同于从叶片艮进人叶片尺。时 的值. 

这样，我们就得到了一个黎曼面，在这个黎曼面上，对每一非 
零点 Z ， z 1/2 都是单 值的. 此时，叶片札和叶片私的边缘一对一 
地粘合在一起，形成的面是闭的且是连通的.两个截口粘合到一起的点同另外两个截口粘合到 
一起的点不同.所以从物理上讲，我们无法构建成一个黎曼面的模型.如果我们知道在截口的_ 
边缘点是如何前进的，就会对黎曼面更加清楚. 

在黎曼面上，原点是一个特殊 的点. 对两个叶片来说相同的是，黎曼面上绕原点的曲线必 
须绕两次才能保证是闭曲线.我们把黎曼面上的这种点叫做支点. 

黎曼面的叶片尺。在映射 z 1/ z 下的像是上半 w 平面，因为在尺。上功的辐角是你 2* 0<办2< 
a 而叶片 R , 的像是下半 w 平面. 在每一叶片上，函数是解析连续的，如果越过支割线’那 
么函数就定义在另一叶 片上. 在这种情况_下，单值函数《 1/2 在黎曼面上除原点外都是解析的. 
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练习 

1. 试作出 logz 沿负实轴割破 z 平面的黎 曼面. 并同第92节例1中得到的黎曼面比较. 

2. 求在 叶片艮 上映射 W = log Z 的像，这里《是任意整数， logz 的黎曼面已'在第92节的 
例1中给出. 

3. 证明，在映射 w = Z 1/2 下，第92节例2中给出的/ /2 的黎曼面上的叶片亿映成平面 
的下半平面. 

4. 在/ /2 的黎曼面上求出在映射《；=/ /2 下，像为整个圆周 I w I =1的曲线. 

5. 令 C 为第92节例2中 2 " 2 的黎曼面上的正定向圆周 | z -2 | =1,对4 /2 ,上半圆位于 
K 。 上，而下半圆位于 尺上. 对于 C 上每一点 2 ， 

z 'n =仏軌 ， 4^--|<0<4 k + -|. 

证明 

\ c z vz dz = 0 . 

推广这一结果，对其他没有围绕支点从一片进入另一片的简单闭曲线，推广到其他函数，延拓 
了多值函数积分的柯西-古萨定理. 

93相关函数的黎曼曲面 

函 现在我们考虑简单多项式函数和平方根函数的复合函数的黎曼面. 

例 1首先作出双值函数 

f ( z ) = ( z 2 - l ) 1/2 = Vn ^ exp i(ft (1) 

的黎曼面，这里 l = nexp ( i 义）， z + l = r 2 exp ( i 0 2 ). 这一函数的分支以支点 2 ：= ± 1之间的 
线段込朽为支割线（图127)，已在第91节的例2中讨 论过. 上面的分支为 r A >0, 0< ft <27 r 
(是=1，2)，且 n + r 2 >2. 这个分支在线段巧匕上无定义. 



图127 


双值函数 （1) 的黎曼面必须由叶片尺。和私 组成. 令这两个叶片都沿线段 PiP ^ 割破 '平 
面. 只。的截口的下 岸与亿 的截口的上岸粘合，私的截口的下岸与沁的截口的上岸粘合. 

在叶片 i ?。 上，令角 ft 和 ft 都从0变到 2 tc . 如果叶片 J ?。 上一点围绕线段 & P 2 沿逆时针 
方向旋转一次形成一简单闭曲线，则角 ft 和込都从该点回到原点，改变了 2 tt _ (ft +爲 ）/2 的 
改变量也是 27 T ， 函数/的值 未变. 如果叶片 i ?。 上一点围绕支点 Z =1 旋转两次，它从叶片只。 



初等函教的映射 


257 


进到叶 片私， 在回到其原始位置之前，回到叶片尺。.此时 ft 的值改变了 4 k ， 氏 的值未变. 
类似地，对于点^围绕支点==一1旋转两次形成的圆，沐的值改变了 4 JC ， 久的 值未变.同 
样， （ ft + 艮 ）/2 也改变了 2 tt ; /的值未变.所以在叶片 J ?。 上，通过对角 ft 和达都改变 2 tc 的 
整数倍，或只对其中之一个角改变 47 T 的整数倍，可对 ft 和汰的范围延拓. 

为得到 叶片兄 上角 ft 和乳的变化范围，我们看到，如果 i ?。 上一点仅围绕支点之一旋转 
一次形成路径，那么它进人叶片私并不再回到 J ?。. 此时，其中一个角的值改变了 2 tt ， 而另一 
个角的值未变.所以在叶片 亿上， 一个角可以从 2 tt 变到 4 tc ， 另一个角从0变到 2 tt . 它们的 
和从 27 T 变到 47 T ，/( Z ) 的辐角消+ 氏 ）/2从变到 27 C . 同样，对其中一个角的值改变 4 tc 的整 
数倍，或改变两个角的相同的 2 K 的整数倍，就可以求出角的变化范围. 

这样双值函数 （1) 可视为刚刚所得到的黎曼面上点的单值函数.黎曼面的每一片经映射 
w =/ U ) 映成了整个 w 平面. 

例 2 考虑双值函数（图 128) 

/U) = [ 2 (z 2 — I)] 1 " (2) 

点 z = 0, 士 1为该函数的支点.如果点 z 形成了包含这三点的一个圆，那么 / U ) 的辐角改变 
了 3 k ， 函数值因此改变.所以为得到/(幻的单值分支，需要从其中的一个支点到无穷远点为 
支割线.所¥无穷远点也是支点，可通过函数/( I /幻在 z =0 有支点证明 • 

令两个4片分别沿从到 z =0 的线段 L 2 和实轴上点 Z =1 的右侧 的1 割破 Z 平面. 
三个角0， ft 和 ft 中的每一个在叶片 i ?。 上从0变到 2 tc ， 在叶片私上从&变到 4 k . 每一片上 
一点所对应的角改变 2 k 的整数倍，三个角的和以同样的方式改变了 4 tt 的整数倍.函数/的值 
没有改变. 

分别沿 M 和匕粘合 K 。 截口的下岸和兄截口的上岸，这样就得到了双值函数 (2) 的黎曼 
面. 抝截口的下岸分别沿 M 和1 2 粘合 J ?。 截口的 上岸. 参照图128,容易证明，函数的其中 
一个分支可由它在尺。上的点表示，另一分支可由它在风 上的点表示. 



图 128 


练习 

1. 做出三值函数 w =( z _ l ) 1/3 的黎曼面，并指出哪三个 W 平面代表该黎曼面上每一叶片 

的像. 

2. 第93节例2中函数 w =/( Z ) 的黎曼面上每一点仅仅对应一个 ™ 的值.证明，一般地， 
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國 


每1个 w 的值都对应黎曼面上的三个点. 

3. 做出多值函数 



的黎曼面. 

4. 第93节例1中函数 U 2 _ l ) 1/2 的黎曼面，也是函数 

g(z) = z+(z 2 一 1) 1/2 . 

的黎曼面.令/。是 U 2 —1) 1/2 定义在叶片札上的分支，证明 g 在叶片 K 。 和叶 片私上 的分支 
尽0和 gi 由方程 

_ ) = ；^ = Z + / 。⑴ 

给出 • 

5. 在练习4中， U 2 _ l ) 1/2 的分支/。可由方程 

/o(z) =^/r 1 r 2 (exp 警 ) (exp 警 ) 

得到，这里0。和 ft 从0到 2 k , 且 ' 

z — 1 = nexpiidi ) , z + 1 = r 2 exp(i0 2 ). 

注意到 2z=r, e^pUdi)+r 2 exp(id 2 ) , 证明函数 g(z) = z+(z 2 — 1) 1/2 的分支 g 。 可写成如下形式 

O ) = |( v^Texp f + v^Texp ). 

求出 这里对所有的 2 ， n + r 2 >2, cos [( ft -(9 2 )/2]>0, 并证明 I go ( z ) \ > 1 . 

然后证明，映射 W = Z +( z 2 — l ) 1/2 把黎曼面的 叶片私 映成区域丨加 I >1，把 叶片兄 映成区 
域 I w 丨<1，把点2=士1之间的支割线映成圆丨 w | =1. 注意这里所用的映射是映射 z = 

香 ( w +士) 的逆映射。 




第 9 章保形映射 

在本章中，我们将介绍保形映射的概念，并重点强调这种映射和调和函数的 联系. 其相关 
的具体应用将在下一章进行讨论. 

94解析函数的保形性 

设 C 为光滑曲线 （38 节），由下式 表示： 

z = zit) (a < t < 6 ) ， 

/ U ) 为定义在 C 上的函数.设 

■w = /[z(i)] (a ^ ^ 6) 

为 c 在 w =/ u ) 下的图像 r 的参数化表示 • 

假设 C 过点〜=玖《。）(^<0。<6)，/在点 i 。 解析，且满足 / U 。） 关 0. 根据链式法则（第8 
节练习5)，如果 w (/)=/[ Z ⑴]，则 

W {to') = /’[z(« 0 )]z’(t 0 ) ; ⑴ 

即（见第7节） 

argw'(t。） = arg/'[z(t。）] + argz'(£。）. . （2) |343 J 

在曲线 C 与图像 r 分别在点 z 。 和 w %=/( z 。） 的方向的讨论中，式 (2) 将是十分有用的. 

特别地，定义办为 / U 。） 的幅角，艮为 C 在点 z 。 的切线的倾角（图 129). 根据38节，艮 
是; e '“。） 的幅角；根据式(2)，有 

=00+00 

为 W '( t 。） 的幅角，即 r 在功。=/(2。）的切线的倾角.因此在％的切线的倾角与在 Z 。 的切线的 
倾角仅相差一个旋转 

Ipo — arg /'( z 0 ). 



令 C , 、 C 2 为过 Z 。 的两条光滑曲线， ft 、&分别表示 GQ 在点 Z 。 的切线的 倾角. 从前 
面的讨论中我们可以得到， 


^1 = ^*0 + 和 ^2 —. ^*0 + 泛2 



|45] 


分别表示图像 n 、 r 2 在点抑 =/ u 。） 的切线的倾角 • 因此，也就是说， a 到 
A 的角 < k—>k 在数量和意义 上是与 G 到 C 2 的角 6 2 -9, 相同的.这些角在图130中都被定义 
为 a . 




根据这种保形性，一个映射《；=/<>)在点々是保形的，如果/解析且满足/'(%)尹0.实 
际上，这种映射在点％的一个邻域内都是保形的，因为/在点 A 的一个邻域内是解析的 （23 
节），且/在点〜是连续的 （48 节），根据12节定理2,存在一个邻域，满足该邻域内所有点 
都有 /( z ) 关 0. 

一个映射 /( 幻如果 在区域 D 上任意点都是保形的，则它在区域 D 上是保形变换或保 
形映射，即如果在 D 内/解析且其导数 /' 没有零点，/是保形映射.在第3章学习过的每一 
个初等函数都可以定义为某区域内的保形映射 • 

例1映射在整个 z 平面上是保形映射，因为在任意点( 〆 ）' = 〆 关 0. 考虑 z 平面内 
任意两条直线 x = Cl ， y = c 2 , 其中第一条方向向上，第二条方向 向右. 根据第13节，它们在 
映射 w = e z 下的图像分别为以原点为中心的定义正方向的圆和从原点出发的一条射线.根据图 
20(13 节），直线的夹角在负方向上是 直角； 同样地，在 w 平面上圆与射线的夹角在负方向上 
也是直角•映射比= 〆 的结构在附录 B 的图7、8中也有讨论. 

例2考虑两条光滑曲线 mO ， ：>0=^和 wCr ， y )= C ! ,分别表示函数 
/( z ) = u { x , y ) + iu ( x ， 3 >) 

的实部和虚部，它们相交于点 Z 。， /在该点解析且尸<>。）弇 0. 则映射 w =/( z ) 在点％保形， 
且把这两条曲线映射为在点《^。=/0。）正交的两条直线 M = c l 和根据我们的结论可知， 
这两条曲线在点 A 正交. 这个结论在25节的练习7到11中早已证明并讨论过了. 

一个映射称为保角映射，如果在数值上保持两光滑曲线的夹角不变’但并不要求在意义上 
也保持. 

例 3 映射作为实轴上的一个反射，是保角但不保形的.如果在它上面作用一个保 
形映射，则作用后的映射切=/([)也是保角但不保形的. 

设/不是常值函数且在点 A 解析. 如果还满足/'(%) =0 ，则 z 。 称为映射 w =/ U ) 的临 
界点. 

例 4 点 z =0 是映射 

w = \ + z 2 


的一个临界点.该映射是两函数的 复合： 
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Z -= z 2 w=l + Z . 

显然，从点 z = 0 岀发的 0= a 的射线被映射为从点 w = l 出发的倾角为 2 a 的 射线. 更一般地， 
从临界点 z = 0 出发的任意两条射线的夹角经这个映射都变为原来的二倍. 

通常可以证明，如果点 A 是映射 w =/ U ) 的一个临界点，则存在一个整数 m ( m >2)， 使 
得任意 过点％ 的两条光滑曲线的夹角在这个映射的作用下成为原来的 w 倍. 这个整数 m 即是 
满足关0的最小正整数.该结果的证明留作练习. 

95伸缩因子 

设映射 ™=/ U ) 在点％是保形的，则通过考虑 /' U 。） 的系数可以获得它的另一个性质 • 
根据导数的定义和17节练习7中提到的关于模的极限的性质，我们知道 

| /( 2o ) |=|lim | =llm (1) 

J _ z — z 0 I ^ z 0 I Z — z 0 I 

其中 I Z-Zo I 表示连接 z 。 和 z 的线段的长度 ， I f ( z )-/ Cz 0 ) I 表示 W 平面内连接点 / Uo ) 

和 / U ) 的线段的长度.显然，当 Z 接近2。时，两线段的比 

I /( z )- f ( zo ) I 

\ Z — Zo I 

接近于 I /' U 。） | . 注意， | /( z 0 ) I 表示扩大，如果它比单位1大;否则表示缩小. 

尽管通常情况下，从一点到另一点，旋转角 ar g /' U )(94 节）和伸缩因子 I f \ z ) | 都会改 
变，但由于/的连续性，当点 Z 接近点々时，它们的值接近 arg / U 。） 和 I /( z „) I . 因此， 
点 z 。 的邻域内的一个小区域的图像和原区域在意义上是相一致的，即它们有相似的形状.但 
是一个大区域可能被映射为一个同原区域完全不同的区域. 

例令 / U )= z 2 , 则映射 

XV = /( z ) = X 2 — y 2 + ilxy 

在半直线 

y = x(x > 0) , x = l(x 0) 

的相交点2=1 +〗保形.定义这两条半直线为 G 和(： 2 ,其中正方向向上，显然在相交点从<^ 
到 C 2 的角为 7 t /4( 图 131). 因为点 z =( x ， ： y ) 在 w 平面内的图像为一点，其直角坐标系中的坐 
标为 

u = x 1 — y 2 和 V = 2 xy , 

所以半直线 C , 被映为用参数 

M = 0, v = 2 x 2 (0 < X < oo ) (2) 

表示的曲线 A ， 因此 A 为、轴的上半部分 半直线 C z 被映为用参数 

M = 1 — y ， v = 2 y (0 < ：y < °°) (3) 

表示的曲线 r 2 ， 因此 r 2 为抛物线 J = 一 4U_i) 的上半部分.注意，任何一种情况下，图像 
的正方向朝上. 


[3461 
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國 



如果〃和^是式 （3) 所表示的图像 r 2 的变量，则 

dw — Av / — 2 —— 2_ 

du du/Ay — 2y v ' 

特别地，当 W =2 时， cb / d M = —1.. 正如我们所希望的，根据映射在点 Z =l + t 的保 形性，在 
点《;=/(1 + £) = 2〗，图像 A 到图像 A 的角为 tt /4. 即 tc /4 是在点 z=l + i 的旋转角 

arg[/’（l + 0] = arg [2 (l + i )] = + 2 mt (w = 0，± l ， 士 2,…） 

的其中一个值 x /4. 在该点的伸缩因子为 

I /(1+0 | = | 2(1 +i) |= 2V2. 

为了阐明从一点到另一点的旋转角和伸缩因子是怎样变化的，我们注意，在点==1，因 
为 /(1) = 2, 它们分别为0和 2. 在图131中， C 2 和尸 2 正是被讨论的图像，且的非负半轴 
c 3 被映射为《轴的非负半轴 r 3 . 

96局部逆 

若映射 W =/ U ) 在点 Z 。 保形，则它在该点存在局部逆.即如果 W () =/( z 。）， 则存在唯一的映 
射 z = g ( u ;)， 它在 W 。 的某个邻域 N 内有定义且解析，使得 g ( x ^) = z 。， 且对 N 内所有点此 
有 /[ g ( tU )] = ty . 进一步地，容(加）导数为 

g,(w) = jh- (1) 


从表达式 (1) 可知映射 Z = g ( u ；) 在点 W 。 解析. 

假定 w =/( z ) 在点 z 。保形，下面将证明，作为高等微积分学 e 的一个直接的推论，逆是存在 
的. 根据94节，映射 zu =/( z ) 在点 Z 。 保形意味着存在 Z 。 的某个邻域，使/解析.因此，如果记 
z = x + iy, z 0 = X 0 + iyo » /(z) = u(.x,y) + iv(x,y), 

我们知道，存在点 （ x Q , : y 。） 的一个邻域，使得 mU ， ： y ) 和 wU ， ： y ) 的各阶偏导都连续（见48 
节). 


㊀本节所用的高等微积分学的结果可参见 A. E. Taylor and W. R. Mann, Advanced Calculus, 3d ed. , pp. 241- 
247, 1983. 




下面两个等式 


u = u(x,y) , V = v(x ， y) (2) 

表示上述邻域到抓平面的一个映射，： r 、 y 为抑平面内的上述邻域内的点.则该映射的雅可 
比行列式 


J = = U X V y ~V X Uy, 

I A 〜丨 

在点 u 。，>) 非零.根据柯西-黎曼方程心=%和、我们可以记 J 为 
J = (心) 2 + (0 2 H /(z) I 2 ； 

且由于 在点％ 保形，所以 / U 。） 古 0. 函数 〆 : r ， W 和 wU ， W 及它们的导数的连续 
性条件，还有雅可比行列式的连续性，可以充分确保映射 (2) 在点％ 存在逆.也就是说，如果 


M 0 = u ( jo 0 9 yo ) 和 t^o = v ( x 0 , y 0 ) ^ 


(3) 


则有唯一的连续函数 


x = xiunv) , y = yCu^v) , (4) 

在点 （ M 。， X ；。）的某个邻域 iv 内有定义，且映该点为( X 。，： V 。），即当式(4>成立时式 (2) 成立•若 
再增加连续条件，则函数 (4) 有连续的一阶偏导，且满足在 iV 内 


■yVy , x v =- -jru y , y u =- J~ v - 9 = yw x . 


(5) 


如果记 xv=u+iv 和加。=«。+ ^ 1 ；。，同样地， 

g(iv) = jo(u,v) + iy(ufv), 

则映射 fWw ) 显然为原映射 在点％ 的逆元 • 映射 (2> 和 （4) 可以写为 
u-\~ iv — uixjy') + iv(xfy) , x-\- iy — xiu^v) 4 - iy ; 

后两 V 等式和 


( 6 ) 


IV = f ( z ) 和 z = givu ) 


是相同的，且 g 具有我们所期望的 性质. 通过等式 （5) 可以证明 g 在 iV 解析.至于 〆 （ W ) 的表 
达式 （1) 的导出细节留作 练习. 

例在94节的例1中我们知道，若 /( z )==〆 则映射 w = / u ) 在整个 Z 平面内保形，特别 
地，在点々=24保形. z 。 的图振为点加。=1.当 w 平面内的点表示为 ws ^ oexpC #) 的形式 


时，在点 z 。 的逆可以通过 g ( w ) = logw 获得，其中 logw 定义为对数函数的一条分支 
logw = 111|0 + (尸 >O,7t<0<C 3兀）， 

使得 w 。 的任何邻域都不包括 原点. 观察知， 

g(l) = lnl + i2n = 2izi 


且当 w 在该邻域时， 


f\_g{vu)~\ = exp(logt^) = xv. 


同样，根据等式 (1) 
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g ivu ) = - — loguj =丄=―-— . 

aw w expz 

注意，当点 2() + = 0 时，可以利用对数函数的主值支 

' Logvu = \np + (户 > 0， 一 7T < 4 < 7T) 

定义 f 在这种情况下， ^(1) = 0. 


练习 


1. 确定映射 w= z 2 在点 Z =2 + i 的旋转角，且对某个详细的图像 阐明. 证明此映射在该 
点的伸缩因子为, 

2. 计算映射加=1/2在下列各点的旋 转角： 

(a)2：=l; Cb ) z = i . 

答案： （ah; (b)0. 

3. 证明在映射 w=l/z 下，直线 j = :c — 1和 y = 0 的图像分别为圆 u 2 + t /- u-v = 0 和直 
线 t/=0. 绘制四个图像，确定相应的方向，且证明在点 z=l 映射保形. 

4. 证明非零点*：。=»" ( ^?(1'0。）在映射1^=2"(/2=1,2， •••：> 下的旋转角为(”一1)氏.确定该 
映射在该点的伸缩因子. 

答案： nrr 1 . 

5. 证明映射 w=sinz 在除 

z = -\-im (ra = 0, 士 1， - ± 2，…） 

外的所有点保形.注意，这是和附录 B 的图9、10、11所示直线段的映射相一致的. 

6. 确定映射切= ；£ 2 在下列各点的局部逆. 

(a)z 0 =2i (b)z 0 = — 2; (c)z 0 = —i. 

答案： （a)w 1/2 =V^f ill/2 (/0>0， — 7t<^<7t); 

(c)w 1/2 = 4 pe iin (jo>0, 2jt<^<4jt). 

7.96 节中曾指出，由等式 (6) 定义的局部逆 g(w) 的两部分: c(“，w) 和： y(«，xO 在邻域 N 
_内连续，且有连续的一阶偏导.运用96节的等式 (5) 证明，在 iV 内柯西 -黎曼 方程；=%,〜= 
一: y„ 成立.因此可得出结论 g(w) 在该邻域内解析. 

8. 证明若 z =g(«;) 是保形映射 w=/U) 在点％的局部逆，则在 g 解析的一个邻域内（练 

习7)，每一点都满足 . ' 

g ’( w ) = 

提示： 利用事实 /[g(w)] = w， 对微分复合函数应用链式法则- 

9. 设映射 w =/o) 在区域保形， C 为区域 D 内一条光滑曲线，定义 r 为 c 在该映射下 
的图像.证明 r 也是一条光滑曲线. 

10. 设函数/在点 2。 解析，且对某个整数 rn ( w > l ) 
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/(zo) = /'(z 。） =…= f im - u Cz 0 ) = 0, / ra> (z 。） 关 0. 


记 w 0 =/( z 0 ). 

( a ) 利用/在点 Z 。 的泰勒级数证明，存在 Z 。的一个邻域，使得 / U )_ w 。可以写为 

/(z)—w 0 = (z—Z 0 ) m ^p^[l + ^(z)] , 

其中， g ( z ) 在点 z 。 连续且 g ( A ) = 0 . 

( b ) 令 r 为光滑曲线 C 在映射 W = / U ) 下的图像，见图 129(94 节）.注意当 z 沿曲线 C 接 
近于 Z 。 时，图中倾角乳和分别是 arg ( z — Z 。） 和 arg [/( z )— w 。] 的极限.运用 （ a ) 中的结果 
证明 0 。 和心 满足下列等式 


♦0 = mdo +arg/ m> (z 0 ). 

( c ) 定义 a 为过点 Z 。的光滑曲线 G 和 C 2 所成角，如图 130(94 节）中的左图.根据 （ b ) 中 
获得的等式证明曲线 A 和厂 2 在点％=/( 2 。）所成角为 w a (注意当 m = l 时映射在点％保形， 
当 m > 2 时， z 。 是临界点）. 

97共轭调和 

从25节可知，若函数 

f ( z ) = u ( x , y ) + iv ( x , y ) 

在区域 D 解析，则实值函数《和^在该区域调和.即它们在区域 D 有连续的一阶偏导和二阶 
偏导，且满足拉普拉斯方程 

U^-VUyy = 0 和 + V „ = 0. CD 

从前面可知 M 和^的一阶偏导满足柯西-黎曼方程 

u x = v y , u y =— v x ； ( 2 ) 

同 25 节指出的一样， T / 称为 M 的共轭调和. 

假设 《 Cr ， >0为任意给定的在单连通区域 （25 节 ） D 上的调和函数.本节中，我们将通过 
推导钒 •!，： y ) 的表达式来证明 《 U ， ： y ) 在区域 D 内总有共轭调和 Wx ， 3 /). 

为了解决这个问题，我们先回忆髙等微积分学中线积分的一些重要事实 0 .设戶(^， W 和 
Q ( x , y ) 在; cy 平面内的单连通区域 D 上有一阶连续偏导， （ x 。， y 0 ) mU , : y ) 为 D 内任意两 
点.如果在 d 内任意点有 p ,= a ， 则只要积分路径 C 完全落在 D 内 v 线枣兮 

J c PG “) ds + Q ( s ， ⑽ 

同积分路径的选取 无关. 当点(: C »，>) 固定，（工， y ) 在 D 内变化，则该积•表示 a 和 > 的一 
个单值函数 

F ( jc , y ) = f P ( s , i)ds + QCsjt ) dt , (3) 

J(: 0 ，V 


㊀参考 W. Kaplan ， Advanced Mathematics for Engineers^ PP* 546^550, 1992. 
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早其一 *阶 偏导满足 

F x ( x ，3 , ) = Pix ^ y ) , F y { x , y ) = Q ( x , y ). (4) 

注意当取另一个点 （ x 。，>) 时， F 的值相差一个常数. 

现在返回到刚开始所给的调和函数《(: c ， 它在 D 内任意一点满足拉普拉斯方程 + 

Uyy^Of BP 

(— u y ) y 二 (Wx):. 

而且， w 的二阶偏导在 D 内连续，也就是说一 心和心 的一阶偏导在 D 内连续.因此，如果在 
D 内固定 ( x 。， ： v 。）， 函数 ， 

CU.yf 

v(x,y) = — + 吣（ 5，，）& (5) 

J w 

在 D 内所有点都有 定义； 根据等式(4)，我们有 

v x (x,jy) =— u y {x,y) 9 Vyix^y) — u x (jo,y) (6) 

即柯西-黎曼 方程. 因为 “的一 阶偏导连续，则根据等式 （6) 易知 W 的导数也连因此 （21 
节) m ( x ， y ^ + ivix , : y ) 在 D 内解析；且 w 是 a 的共扼调和. 、 

由等式 （5) 定义的函数 v 并不是 m 唯一的共轭调和.函数 vU ， ： y ) + c 也是“的共轭调和， 
其中 c 为任意的实 常数. [见25节练习 2 .] 

例考虑在整个平面上调和的函数 “ U ，30=：*^. 根琿等式（5)，函数 

vix,y) — — 5ds + tdt 

J (0,0) 

是 《 c ， W 的一个共轭 调和. 这个积分可以通过观察得出结果.它也可以通过对下面的路径进 
行积分 获得： 先对从点(0， 0) 到点（ X ， 0) 的水平路径进行积分，再对从点 U ，0) 到点 U ’ ： y ) 
的垂直路径进行积分，结果为 

vix,y^> =— yx 2 + » 

且相应的解析函数为 

/(z) = xy — y(i 2 — y 2 ) =— -|-z 2 . 

98调和函数的映射 

寻找一个在指定区域调和且满足指定边值条件的函数在应用数学中是很重要的.如果函数 
在边界上的值给定，则这类问題称为第一类边值问题，或狄 利克雷 问题.如果函数在边羿上的 
法向导数给定，则这类问题称为第二类边值问题，或 诺伊曼 问题.这两类边值条件的转化和结 
合也会出现. 

在应用中所给区域常常是单连通的，且在单连通区域调和的函数通常有共轭调和函数 （97 
节），这类区域的边值问题的结果是解析函数的实部或虚部. 

例1在25节的例1中，我们知道函数 
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Tix^y) = e~ y s'mx 

对带形区域 0<： c <7 t ， y >0 满足一个狄利克雷问题，且它表示一个温度问题的解.函数： r ( x ， 
30 在平面上调和，显然它是整函数 

一 ie^ = e _：y sinx — ie~ y cosj：. 

的实部.同时，它也是整函数#的虚部 • 

有时给定的边值问题可以通过证明它是一个解析函数的实部或虚部来 解决. 但是它取决于问 
题的简单程度和对单变量解析函数的实部和虚部的熟悉 程度. 下面的定理是一个重要的补充. 

定理 假设解析函数 

w = /(z) = u{x,y) + iv(x,y) (1) 

把 z 平面内的一个区域映射为 w 平面内的一个区域如果 tO 是定义在上的调 
和函数，则函数 

H(x,y) — h\iu^J ： ,y) (2) 


在 D , 上调和. 

我们先就区域是单连通的情形来证明定理.根据 97 节，的性质保证所给调和函数 
h ( u , w ) 有共辄调和 g ( u , v ). 因此函数 

$( w ) = h { u , v ) + ig { u , v ) (3) 

在解析.因为函数 / U ) 在认解析，所以复合函数 $[/( z )] 在认解析.因此，复合函数 
的实部 ， ： y ) ， v ( x , : y )] 在 1> 2 调和 • 

如果不是单连通区域，我们知道对内任意点 w 。 有邻域丨 w-wo I <e 完全落在 
内. 因为该邻域单连通，故式 (3) 所表示的函数在邻域 解析. 更一般地，因为/在内的 
z „ 点（其像点为 W 。） 连续，则存在邻域 I t <s, 其图像落在邻域 I ^~wo I < e 内•由此_ 
可知 $[/( z )] 在邻域 I Z-Zo I <6解析，且我们可以推断出 hluix , y ), vU , : y )] 在该邻域 
内调和 • 最后，因为 w 。 是内任意一点，且内每一点在映射 tt > = / U ) 的作用下映射为一 
+点，所以函数 ; y )， tXz ， ： y )] 在认 调和. 

对 D „ 不一定是单连通的一般情形，该定理的证明也可以通过对偏导数运用链式法则直接 
获得.计算也包含在其中（见99节练习 8). 

例2函数; i ( m ， t ;) = e _ " sinM 在包含上半平面 u >0( 见例 1) 的区域 上调 和.如果映射 
为 w = z 2 ， 则 “( r ，： y )= x 2 -： y 2 和 vU ， y ) = 2 xy , 更多地， z 平面内包含第一象限工>0， ； V > 

0的区域认映射为12节例3所示的区域 Dm 因此函数 

• H ( x , y ) = e~ 2xy sin(x 2 — y z ) 

在调和. 

例 3 函数 / i ( m ， T 0 = Invw = i ; 在水平带形区域一 Jt /2< x ;<7 r /2 上调和.从88节例3可知， 

映射 w=Logz 把右半平面；映为带形区域.因此，通过 

Logz = lri ^/ x 2 + y 2 + iarctan , 

其中一 7t / 2 < arctaiU <) t / 2 , 我们找到函数 
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H(:c ， ;y) = arctanf 

在半平面 x >0 上调和. 

99边界条件的映射 

通常情况下，较重要的边值条件是通过函数或它的法向导数在调和区域的边界上的值给定 
的.本节中，我们将证明部分这些条件在保形映射的作用下保持不变.这些结果将用于第10 
章解决边值 问题. 基本的方法是把平面内所给的边值问题转化为⑽平面内更为简单的边值 
13551问题，然后利用本节和前面章节中的定理，通过解决简单的问题从而解决原始问题 • 

定理设映射 


■W = /(z) = uCx,y) + ivCx,y) (1) 

在某条光滑曲线（：上保形，令 r 为 c 在该映射下的图像.如果沿 r， 函数 Mm ，W 满足条件 

九=心或 g = 0 (2) 

中的任何一个，其中 A。 是一个实常数， d/i/d« 定义为 r 的法向导数，那么沿 c， 函数 

H ( 工， y) == /i[w(x ，： y) ， tKx ，： y)] 1 ⑶ 

满足相应的条件 

H = 〜或惡 = 0， ⑷ 

其中 dH/dN 定义为 C 的法向导数. 

为了证明若在 r 上满足条件 A=A。， 则能推出在 C 上有 H=A。 成立，我们从等式 （3) 知在 
映射（〗）下，在 C 上任一点 U， 30函数 H 的值同 A 在 U，>) 的像点 U， 的值相同.因为像 
点(《，V)落在 r 且沿曲线/^=心，所以沿 c 有 

另一方面，设沿 r 有狀/如=0.通过计算，可知 

^ = (grad /i) • n, ⑸ 

其中 grad /i 定义为 r 上 /i 在点 （ m ，w) 的梯度， n 为 r 在 ( u ， w) 的单位法向 导数. 因为在点（《， 
v ), dh/dn = 0, 等式 (5) 告诉我们 grad /i 在点 ( m ，. w) 和 n 正交. 即 grad 在该点和 r 相切（图 
132). 但是梯度是和等高线正交又 grad h 和 r 相切，所以 JT 和过点（《，仍的等高线 AU， 

取） =^ 正交 . 

根据等式 (3), z 平面内的等髙线 HU， ： y)=c 可以写为 
A[ m ( x ,^) ,v(x,y)] = c ; 

显然_它在映射 (i) 下被映射为等高线 w = c . 更多地，因为 c 被映为 r，r 又同等高线 a 
( U , T；)= C 正交，正如前面章节所论证的，从映射 a) 在 c 的结构可知， c 在（《， w 的对应点 
(x, y) 同等高线 HU, y)=c 正交. 因为梯度总是和等髙线正交的，也就是说， gradff 在（X， 
30同 C 相切（见图 13Z ). 如果 N 是 r 在点 （a：，v) 的单位法向，则 gradH 和 JV 正交，即 
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( gradH ) • N =0. , (6) 

最后，由 

^ = ( gradH ) • N , 

从等式 (6) 可以得出在 C 上各点 dH / dN =0. 

在本节讨论中，我们默认 grad A 关 0. 如果 grad / t =0, 根据后面的练习 10( a ) 引申出的恒等式 
I gradH ( x ， 3 ») I = I gi & dh ( u , v ) || /’( z ) |， 

得 gra dH =0; 因此 d / i / dn 和相应的法向导数 dH / dN 都 是零. 我们也可以 假设： 

( i ) gradA 和 gradH 总是存在； 

( ii ) 当 gradfc 在点（《，不为0时，等髙线 HU ， ： y )= c 光滑. 

条件 ( H ) 保证如果映射 (1) 保形，曲线之间的角在映射 （1) 下保持不变.在我们的应用中， 
条件 ( i ) 和 ( ii ) 总是满足的. 

例考虑函数 ZtU ，^) = ^+2. 映射 

w = iz 2 =— 2 xy + i ( x 2 ^ y 2 ) 


当 z 关0时 保形. 它把半直线 ; y = _ r (_ r >0) 映射为《的负半轴，此时 /i = 2; 把: c 正半轴映为”的 



图 133 


若边值条件不是定理中提到的那两类中的任何一类，也可以通过映射转化为和原来不同的 
条件（见练习 6). 映射问题的新边值条件在任何情况下都可通过某一特殊的映射得到.注意， 
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在保形映射下， h 在 2 平面内沿光滑曲线 c 的方向导数和/ I 在加平面上的相应点沿像曲线 r 
的方向导数的比为 I f '( z ) I ;通常，这个比沿一条给定的曲线并不是一个常值(见练习 10). 

练习 

1. 利用97节表达式（5)，找出调和函数以 X, y )=^ 3 -3^ y 的一个共轭调和 函数. 写出 
关于复变量 z 的解析函数. 

2. 令 〆 : c , 在单连通区域 D 调和. 应用97节和48节的结果，证明在整个区域内它的 

各阶偏导都连续. 

3. 映射 W = expz 把水平带形区域 0<^< jt 映射为上半平面 w >0, 参见附录 B 的图6;且 

函数 


h { u , v ) = Re ( te / ) = u 2 — v 2 

在这个半平面 调和. 应用98节的定理，证明函数 HU ，30 = ^ co s 2 y 在带形区域 调和. 直接 
证明这个结论. 

4. 在映射 w = expz 下， ： y 轴上的线 S 0 <； y < 7t 的图像为半圆 m 2 =1， v ^ O . 函数 

M M „) = Re(2- w + ^)=2-u + ^ 

在《;平面的除去原点的所有点都 调和； 假定在半圆上 A = 2. 按照99节的定理所定义，写出 
[3581 HU , >0的一个清楚的表达式.通过直接证明沿 y 轴的线段 0«; r 有 H =2 来阐述这个定理. 

5. 映射 w = z 2 把 z 平面的 x 轴、 y 轴和原点映为 w 平面内的《轴.考虑调和函数 

h { u , v ) = Re ( e — ~) = e ~ u cosv , 

显然它的法向导数心沿《轴为零•当 /(=)=/ 时，直接证明 y ) 的法向导数沿 z 平面的 
两条正半轴都为零(注意映射加=/在原点不调和 ）• 

6. 用调和函数 

h { u ^ v ) — Re (— 2 hv e _w ) = 2 v + e _ u cost ; 

代替练习 5 中的函数 Mm , v ). 证明，沿《轴 k = 2, 但是沿 i 正半轴 H ,= 4 ： r ， 沿; y 正半轴 
Hi = 4 y . 这表明满足 

羞=尹0 

这个条件并不一定映为满足 dH / dN = h 0 ii 个条件. 

7. 证明，如果函数 H ( x ， y ) 是诺伊曼问题 (98 节）的一个解，那么， H ( x , >0+ A 也是这 
个问题的解’其中 A 是一个实常数. 

8. 设解析函数 w =/( d =«( x ， y ) + iv ( x , 5 )把 2 平面内的区域映为 w 平面内的区域 
Dw . 在定义函数 H «， d ， 有连续的一阶偏导和二阶偏导.对偏导数应用链式法则证明， 
如果 H ( a :， y )= h [ r u { x , y ) , v ( x , : y )]， 则 

+ H yy U , y ) = lh m ( u , v ) + h ^ Cu , v)l I /( z ) I 2 . 

因此，当 / i ( m , w ) 在£»„调和时，函数 HU ， ： y ) 在 调和. 这是 98' 节定理的另一个证明，即 



使区域是多连通区域也可以. 

9. 设函数>&， >) 在 w 平面的区域有连续的一阶导数和二阶导数，且满足泊松方程 

p m ( u , v ) + p m ( u , v ) = ^( u , v ) , 

其中 <5是给定的函数.根据练习8获得的恒等式可知，如果解析函数 
w — /( z ) = u { x , y ~) + iv { jc , y ) 

映区域认为区域£>„，则函数 

P ( x , y ) = p [_ u ( x , y ) , v { x , y )~\ 

在满足泊松方程 

P IX { x , y ') + P yy ( x , y ') = 4>[ m ( x ，3») I /’( z ) | 2 

10 . 设 w =/( z ) = « U ， y )+ ivdx , j ) 是保形映射，把光滑曲线 C 保形映射为切平面内的 
光滑曲线 r . 令 M «， 为定义在 r 上的函数，且记 

H ( x , y ) = h \_ u { x , y ') 

( a ) 通过计算，我们知道 gradH 的： c 部和 y 部分别为偏导 Hi 和同样， grad / t 的两部 
分分别为1和\.对偏导应用链式法则，且应用柯西-黎曼方程，征明如果 U ， y ) 是 C 上一 
点，（《， k ) 是厂的图像，那么 

I gradH ( x ,^) I = I grad / i ( w , v ) II /( z ) I . 

( b ) 证明从曲线 C 到 gradH 在 C 上点(工，： y ) 的角和从厂到 grad / t 在 U ， ： y ) 的像点（“， w ) 
的角是相同的. 

( c ) 令 S 和<7分别表示沿曲线 C 和 r 的 距离； t 和 T 为 C 点 (X ， y ) 的单位切向量，正向为距 
离增加的方向.根据 ( a ) 和 （ b ) 的结果，并利用 

= ( gradH ) • t , ^ = ( grad ^ i ) • r , 

证明方向导数沿曲线 r 映为 




第 10 章保形映射的应用 

现在我们将利用保形映射来解决一些物理问题，其中苞括含两个独立变量的拉普拉斯方 
程. 另外，包括热传导问题，电势问题和流体流动问题.因为这些问题都是阐述一些方法，所 
以它们都是一些非常基本的问题. 

100稳定温度 


在热传导理论中，在固体表面上某一点的 流量指 的是该点单位时间单位空间沿某一指定方 
向流动的热量值.因此流量是用每秒每平方厘米的卡路里这样的物理量来测量的 • 用少定义， 

且它随该点表面温度 T 的法向导数变化而变化，即 

惡 ( K >0). ⑴ 

式 （1) 称为 傅里叶法则， 常数 K 称为均匀固体材料的导 热系数 e . 

固体上的点对应于三维空间的直角坐标系中的点，且限定我们的目标仅解决温度了沿 t _ 
轴和: y 轴变化的 情形. 由于了沿垂直平面的坐标轴不发生变化，所以热流量是二维的且和 
: c ： y 平面平行.进一步说，我们承认流量处于稳定状态，即 T 不随时间变化. 

假设该固体内没有热量产生或消亡，即没有热源和 热漏. 同样，温度函数丁(工， W 和它的 
一阶、二阶偏导在固体内部各点都是连续的.对热流量的这些陈述和表达式 U ) 在热传导的数 
学理论中的基本假设，也是在有连续分布的热源的固体的每一点应用该理论的基本假设. 

现在考虑固体内部体积的一个小块，它具有方棱柱形状，它在垂 直于^ 平面上有单位重 
量，为△: c 乘图 134). 热流量沿通过左手面向右方向的增量是 — K 丁 i ( x ， ： y ) △: y ; 沿通过 
右手面向右的方向的增量是 一 K 7 V ( x + A : c ， y ^ Ay . 由第二个增量减去第一个，我们得到通过 
这两面的小块的热 损失. 这个热流净损失率可以写成 

_ K [T 々 + Axf-T 々 i] Aj △，’ 


或 

- KT „ U , y}AxAy , ⑵ 

当 Az 很小时.当 Ax 和△: V 的增量更小时，表达式 (2) 是一个精确度更髙的近似 • 

类似地，通过其他垂直平面的面的热损失都可以写成 

^KTyyCx^^AxAy. ⑶ 

热量流入或流出这个小块仅通过这四个面，且该小块内部的温度保持 稳定. 因此表达式 （2) 和 
表达式 (3) 的和为零；即 

+ = 0 . ⑷國 

0 该法则以法国材料物理学家约瑟夫•傅里叶 （1768 —18 3 0) 命名.他的著作中有一个映射，是热传导理论中的一个 
典型，在附录 A 中有引证. 
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因此温度函数在该固体内部各点满足拉普拉斯方程. 

根据等式 U ) 和温度函数与它的偏导数的连续性， T 在固体内部 
的区域内是 关于: c 和^;的调和函数. 

表面了 (: c ，>0= Cl 是固体的等温线，其中 Cl 是任意实常数.它 
们也可以看成: cy 平面的曲线；若薄片表面是绝热的， Tix , y ) 可以 
认为是该平面一个小薄片内一点的温度。即函数 T 的围道是等 
温线. 

了的梯度在各点和等温线正交，且各点的最大流量是梯度方 
向.如果 T (: c ， W 是定义在一个小薄片的温度， S 是函数 T 的共轭调和函数，则曲线 S ( x ， 
： v )= C 2 在解析函数： TU ， y ^ + iSU , >0保形的各 点与了 的梯度 相切. 曲线 SU ， y )= c 2 称 
为 流线. 

如果法向导数 dT/dN 沿这个薄片的边界的各个部分都为零，则通过这些部分的热流为零. 
即这些部分绝热的，因此是一条流线. 

函数了也可以定义为在固体内传播的物质的浓度.在这种情形下， K 是一个传播常数. 
上述的讨论和等式 （4) 的引申都可以很好地应用于稳定状态的传播. 

101半平面上的稳定温度 



现在我们找到一个薄无限半平面 的稳定温度函数 T{X, >-) ，'其中该半平面的每个面 

都是绝热的，且在边 y = 0 的除线段一 1<工<1上温度保持为单位1外，其余部分为零（图 
135). 函数： T ( x ， W 是受限 制的； 亨个条件是很自 然的. 若我们把所给平面看作平面 0<： V < 
: y 。 的极限情况。在这个平面内满足 S &增加时，上边界保持一个固定温度.事实上，规定当 
: y 趋向于无限时丁 U ， W 接近零是有物理解 释的. 

所要解决的边界值问题可以写成 

+ T m ( x , y ) = 0 (- 00 <^< 00 ,^> 0 ), (1) 



图 135 w=log|^|(^->0, ~Y <dl ~ d2< Y) 


同样，丨丁( I ， J ) I < M , M 为某一正常数.这就是平面的上半平面的狄利克雷问题.通 
过我们的方法将获得一个新的 Ut ； 平面内某区域的狄利克雷问题.这个区域是上半平面在映射 
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w =/ U ) 作用下的像，其中 / U ) 在 y >0 的区域解析且除去没定义的两点（士 1, 0) 外，沿边界 
y =0 保形.显然寻找一个满足新问题的有界的调和函数是很容易的.第9章的两个定理将把 
仰平面内该问题的解转化为平面内原问题 的解. 特别地，《和”的一个调和函数将被转化 
为 x 和 y 的一个调和函数， 且心 平面内的边界条件和 xy 平面的相应部分相同.因此我们可 
以用相同的记号了定义两个平面的不同温度函数. 

记 

z — 1 = r , exp ( i^i ) 和 z + 1 = r 2 exp { id 2 ) > 

其中 0<(9*<7 ta = l , 2). 映射 

w — log I = In ^- + iidi — d 2 ) 0 > 0, 一 < 沒 1 — 沒 2 < 警 ) ⑶ 

在上半平面 y >0, 除两点 z =± l 外都有定义，因为在该区域内 0< ft —色 <7 t (见图 135). 当0< 
d , - d 2 < iz 时对数的值等于主值，而且回忆88节的例3知上半平面 y >0 映为 w 平面的水平带 
状区域正如例题标注，该映射相应的边界点在附录 B 图19中指出.事实上，它正 
是映射 (3) 的图像. x 轴上 z = _ l 和 .z = l 即 ft -0 2 =7 t 之间的线段被映为带形区域的上边界； 
工 轴的其余部分即 A -9 2 =0 映为带形区域的下边界.所要求的解析性和保形性显然满足. 

一 个关于 a 和1 的在带形区域的边 V = 0 上为零，在边 t = 7 t 上为单位1的有界的调和函数 
显然为 

T = —V, (4) 

K 

它是整函数 （ lAt ) w 的虚部，所以 调和. 根据等式 

加 （5) 


363 
I 

364 


映射 x 轴和^轴，我们得到 


r(z-i)(z + i) 


1 「^ + y — 1 + 

v = arg L( Z +i)( Z +i)J = arg L u + D 2 + y 」， 


或者 

t ； = arctan( x2 + /^). 

该反正切函数变化范围是 0 到 7 t ， 因为 

ar g(fipi) = - 6>2 

且0<的一乐 <7 t . 表达式 （4) 可以改写为 

T = — arctan^ 2 + 2 y — j ) (0 < arctanf < k). (6) 

因为表达式 (4) 在带形区域 0<^<7 t 调和，表达式 （3) 在半平面^>0解析，应用98节的定 
理，我们可以得出 结论： 函数 (6) 在半平面调和.这两个调和函数的边界条件在相应的边界上 
是相同的，因为它们都是99节定理中的 A = / i 。 类型. 因此有界的函数（6>是原问题的解.当 
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然，我们可以直接证明函数 (6) 满足拉普拉斯方程，且当点（ X ， y ) 从上面接近: c 轴时，函数值 
接近于图 135 的左图所显示的. 

等温线丁( X ，是圆 


x 2 + (y — C0t7tCl ) 2 = CSC 2 7tCl 

上过点 （士 1， 0) 的曲线，且中心在 J 轴. 

最后，我们注意调和函数与常数的乘积仍是一个调和函数，所以函数 

T = — arctan ^ 2 J ) (0 arctant t :) 

表示给定的半平面内的稳定温度，沿 x 轴的线段 _1< x <1 的温度 T =1 可以用任何一个常值 
温度 ： T = T D 代替. 

102 一个相关问题 / A _ 

考虑三维空间中的一个半无限厚片，限制在平面 x =±7 t /2 和 y = 0 
之间，当头两个面的温度保持为零且第三个为单位温度.我们希望找到 r= ° 
温度 TXz ，： y ) 在该厚片内的任意点的公式.该问题也就是寻找在一个 Si _ r ~ f- x 

有半无限带形区域 一： y >0 的薄片的温度函数，其中薄片 r=1 2 

的各个面都是完全绝热的（图 136). 图 I 36 

该边值问题为 TU ， >•)，满足 


+ T yy Cx , y ) = 0 (- | <:c < 号 ，：y > 0 )， 

(1) 


T ( _ f ，个 T (号，个 0 (y>0) ， 

(2) 


T ( x ，0) = l (― fO < f )， 

(3) 

其中 T(x, : y) 有界 • 
观察89节的例 

1或附录 B 的图9,映射 

■W = sinx: 

(4) 

把这个边值问题转化为101节中的温度问题（图 135). 因此根据前节的解 （6) 得 



T = —arctan( M z + 2 J Z j ) ( 0 < arctanf < tt). 

(5) 

等式 (4) 中的变量转化是 

u = siorcosh^t, v = cosxsinh^;; 


调和函数 (5) 转化为 

1 : ( 2cosxsinhv \ 

了 — ^T arCtan Vsin 2 xcosh 2 3； + cos 2 xsinh 2 3»— 1 /' 


因为分母可以简化为 sinh 2 ; y — cos 2 x ， 所以商可以写为. 
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2cos.rsinhy = 2(cos:r/sinh ； y) 
sinh 2 ：y — cos 2 *r 1 — (cosx/sinh^) 2 

其中 tana=cos:r/sinh ； y . 因此 T=(2/7r)a ， 即 

T=|arctan(^|) (o < arctani < |). 


( 6 ) 


因为讨论范围非负，所以反函数在 0 到 tc /2 之间变化. 

因为 sinz 是整函数，函数 (5) 在半平面 t ；>0 调和，所以函数 (6) 在带形区域 _7 t /2< x <7 t /2, 
y >0 调和.同条件当 | m 1 >1、时 T = 0 一样，函数 （5) 也满足边界条件当 U | <1且 
^=0时了二〗.函数 (6) 满足边界条件 (2) 和 （3). 而且，在整个带形区域内丨： TOc ， y ) I <1.因 
此表达式 （6) 也正是所要找的温度公式. 

等温线 T ( x ，； y )= Cl (0< Cl < l ) 是该厚块表面 


. cosjc = tan ( 号 ) sinhjy 

的一部分，且各表面都过^平面内的点 （士 k /2, 0). 如果 K 是热传导系数，则流入平面> = 

0的面上的热量是 

~ KT ^ x ' 0) = ^c(~i <x< f)- 

流岀平面 x = 7 t /2 的面上的热量是 

- KT x ( f , y )= 盖^>0). 

本节中的边值问题也可以通 过分离变量法 解决. 这种方法更直接，但它所给的解是无穷级 
数 的形式 0 . 

103象限中的温度 

现在我们寻找在一个薄片的稳定温度，满足在一个平面内在某边的端点绝热，而在该边的 
其余部分保持一个固定温度，且第二条边保持另一个固定温度.因为表面绝热，所以该问题是 
二维的 • 

选取适当的温度刻度和单位长度使温度函数 T 边值问题满足 

T„U,y) + T w (x,>.) = 0 (工 >0,3/ >0) ⑴ 

| T y ( x ，0) = 0,当 0< x < 1 (2) 

lT ( x ,0) = 1，当 x > 1 

T ( 0 , y ) = 0 (y > 0) ⑶ 

其中： TU ， >0在该象限 有界. 平面和它的边界条件如图137的左图所示.条件 （2) 规定了函数 
了在边界线上一部分的法向导数和另一部分的函数值 . I 02 节最后提到的分离变量法并不适用 


© 相似的问鹿在 Fourier Series and Boundary Value Problems , 
10 章中有^于边值问題解的唯一性的简短 讨论 . 


med . ， Problem 7, p. 142, 2001 提到.在该书第 


[3671 
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于同一边界线上有不同类型条件的问题. 
正如附录 B 图10所示，映射 


(4) 


是从半无限带形区域0<«<7^/2、 t ;>0 到象限: c >0、 的 一一 映射.因为所给的函数是单 
射且是满射，所以反函数确实存在.又映射 （4) 在除点 wzk /2 外的带形区域上保形，因此反 
函数在除点 z = l 外的象限 保形. 反函数把轴的线段 0<: r < l 映为带形区域的基部，把边界 
的其余部分映为带形区域的边，如图137所示. 

因为映射 （4) 的反函数在除点 z = l 外的象限保形，故要得到所给问题的解可以通过寻找一 
个在带形区域上调和的函数，它满足图137的右图所示的边界条件.而这些边界条件正是99 
节定理中的。和 dh/dn = 0 两个类型 • 



图 137 


新边值问题所求的温度函数 T 显然为 

T = —M, 

7 T 

其中函数(2/71)«是整函数 (2/rOa 的 实部. 我们现在需要把： T 用: c 和: y 表示出来. 
为了获得:^和>> 表示的《，我们注意，根据等式 （4K 

x == sinucosh 幻 ， y = cosMsinht/. 

当 0<m<7t/2 时， siriw 和 cosm 都非零；相应地有 



现在很容易知道，对每个固定的 m ， 双曲线 （7) 的焦点为 


(5) 


( 6 ) 

(7) 


z =±A/sii^ w +^os^m =± 1 ’ 

横轴的长度即连接两顶点的线段的长度为 2sinw . : i 点和双曲线上第一象限点（^’ w 的距离的 


微分的绝对值是 


-s/Cx + iy +y^—^/Cx— 1)" +y = 2sinM. 

根据等式 (6) 知，当《 = 0或 “ = tt /2 时这个关系也 成立. 利用等式（5)，知所需温度函数为 

7T L ^ ' 」、 
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由于 0< m <tc/2, 反正弦函数在 0 和 tt/2 之间变化. 

如果我们想证明这个函数满足边界条件 （2), 我们一定记得，当： c > l 时7(工— I ) 2 为 x — 1， 
当 0< x < l 时 V ( x — I ) 2 为 1 — 工，平方根为正的.注意在区域下边界的绝热部分的任意点的温 
度为 

T ( x ,0) = —arcsinx (0 < x < 1). 

7T 

根据等式 （5) 知等温线 T ( x , >0= Cl (0< Cl < l ) 是共焦双曲线 （7) 落在第一象限且 u = KC,k 
的部分.由于函数 （2/7 rh 是函数 （5) 的共轭调和，固定等式 （6) 中的 p 为常数，则流线是共焦 
椭圆的四分之一. 

练习 


1. 在图 135(101 节）的左图所示的半无限区域问题中，根据101节的等式 （5) 得温度函数 
TU , : y ) 的一个共轭调和，且找出热量流线.证明流线包含于 j 轴上半部分和该轴各边上的某 
些圆的上半部分，其中这些圆的中心落在 x 轴的线段 AS 或 CD 上. 

2. 证明若101节中的函数： T 不受约束，则该节中的调和函数 (4) 可以用调和函数 


T = Im^—w + Acoshw ^ = — ^ + Asinhwsint ) 


替换，其中 A 为任意实常数.从而得出结论，⑽丰面内的带形区域（图 135) 的狄利克雷问题 
不唯一. 

3. 假设亇的界从102节（图 136) 的半无限区域的温度问题 获得. 证明如果考虑对解加上函 
数 Asinz 的虚部，其中 A 是任意实常数，则有无穷解. 

4. 利用函数 Logz 找出在一个区域内有界的稳定温度的表达式，且如 y 

果区域的面完全绝热且它的边满足温度 TU ，0)=0 和 T (0, ^) = 1，该 
表达式落在区域工>0、 y >0( 图 138). 求解等温线和流线，并画出它们的 F =1 
图像. ' 

答案： T== ~ arctan (^")- 



5. 求解一个固体内的稳定温度，其中它的形状为一个长圆柱形楔 
子，边0=0和 (?=0。 （ 0<r<r 。） 的温度分别为常数零和 r 。， 且表面 r = r 0 
(0<0<0。）是完全绝热的（图 139). 

答案： 



6. 在半无限区域内求解稳定温度，满足在边界 x < —1(^ = 0) 

的部分了=0，在； c > l(.：y = 0) 的部分了= 1，且在边界的带形区域一 l < r < l(：y = 0 ) 绝 


热（图 140). 

笊案 . T=^- + -^-arcsinK (3：+1)2+ > ，2 ~^ (x ~ 1)2+ ^] (― 兀 /2< 肌也《 < 兀 /2). 

• 2 n L 2 」 
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7. 求解区域: c >0、 内的稳定温度，满足在拐角处相同宽度的带形区域上绝热，其余 
边界面保持固定温度，如图141所示. 

提示： 该问题可以转化为练习6中的问题. 

答案： 



图 ■ 140 图 141 

8. 求解如下半无限平面内带形区域的狄利克雷 问题： 

H tI { x , y ) + H yy { x , y '> = 0 (0 < x < jt /2 > 0) , 

HCx ,0) = 0 (0 <； x < tz /2), 

H (0, y ) = 1, HU /2, y ) = 0 (>>0), 

[3711 其中 0< H ( x ， y )< l . 

提示：该问题可以转化为练习 4 中的问题. 

答案 ： H = | arctan (^). 

9. 求解在半圆 r < l 、 内绝热的溫度函数 T ( r ，0) 的表达式，满足沿射线 d (0< 
r < l ) T = l , 在边界的其余部分: T =0. 

提 示：该 问题可以转化为练习8中的 问题. 

答案： 了 = 吾 arctan(^^cot 音 )_ 

10. 求解 z 平面内区域 x >0、 ^>0的边值问题，满足其表面绝热，边界条件如图143 

所示. 



图 142 


图 143 
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提示： 利 用映射 


把该问题转化为103节（图 137) 中的问题. 

11. 无限水平区域的边的一部分1<0(^ = 0)和 a <0 ( y = 7 t ) 绝热，其表面也绝热. 
且当： c >0 时（图144)， 条件 TU ， 0) = 1 和： TU ，7 t )’ = 0 满足.求解该区域内的稳定温度. 

提示： 该问题可以转化为练习6中的问题. 

12. 考虑一个薄区域，其表面绝热，形状为包含原点的椭圆的上半部分，焦点为 （士 1， 
0). 温度在椭圆边界上为了=1.沿 x 轴的线段一 l <_ r < l 的温度为丁 =0,且在工轴的其余部 
分绝热.通过附录 B 中的图11求解热流线. 



Hi T =0 


T = 1 


图 144 

13. 根据50节和该节中的练习7,如果沿一个封闭区域 i ?， f ( z )^ u ( x , y ) + iv ( x , : y ) 连 
续解析，在 R 的内部不为常数，且函数 m(x, :在 i ? 的边界上达到最大值和最小值，在内部 
不取最大值和最小值.设《(工，>0是稳定温度，解释为什么最大值和最小值保持在边界上 • 

104静电位 


在静电场中，一点 的场强 表示作用于该点的单位正电荷的力的矢量 • 静电位 是空间坐标系 
中一个纯量函数，满足在任一点，任意方向的方向导数就是场强在这个方向的负值 • 

对两个具有稳定电荷的粒子，一个粒子施加在另一个粒子的吸引力或排斥力同电量的乘积 
成正比，同距离的平方成反比.由平方反比定律，可以证明在单粒子形成的电场中某一点的电 
势和点与粒子的距离成 反比. 在没有电荷的任何区域，由该区域外的电荷产生的电势满足三维 
空间中的拉普拉斯方程. 

如果电势 V 在和 x ： y 平面平行的所有区域内都是相同的，则在无电荷的区域内 V 是只关于 
变量 z 和; y 的调和 函数： 

= 0 . 

在任一点的场强矢量和巧平面平行，文部和 y 部分别为 一 > 0 和一 V ,(工， 30 . 因此该矢 
量是 VCr，W 的梯度的负值. 

V ( x , W 为常数的面为等势面.场强在导体表面上一点的切向部分在静力情况下为零，因 
为在这样的表面移动，电荷不受力.因此沿导体的表面： y ) 是一个常数，这样的面是等 
势的. 

如果 U 是 V 的共轭调和，则巧面上的曲线: v )= G 称为势线 （flux line ). 如果这样 
的曲线与一个等势线 VU ， y )% 相交于满足解析函数 V ( x ， y ) + iUCx , : y ) 的导数不为零的 
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某一点，则这两个曲线在该点相交且场强与势线相切. 

电势 V 的边值问题和稳定温度: T 的边值问题是相同的数学 问题； 同稳定温度一样，复变 
量的方法限制在二维问题上.例如102节（见图 136) 的问题可以转化为寻找空间 


<X< 'J ， y> ° 

的二维电势问题，其中在导电区间: t =± t :/ 2 和 j = 0 受约束，在其内部绝缘，且在前两个面保 
持电势为零而第三个面为单位 1 . 

在一个导电平面内有稳定电流的电势在不是源点和漏点的点是一个调和 函数. 重力势是物 
理上又一个调和函数的 例子. . 

105圆柱空间中的位势 

一个长的中空圆柱由薄的导电材料制成，柱面沿纵向裂成两个相等的部分.这两部分被绝 
缘材料制成的薄带子分开，作为 电极. 其中一个接地，电势为零，另一个保持一个不同的固定 
电势. 如图145左图所示建立坐标轴和单位长度及电 势差. 然后我们再把任意和柱面边缘分离 
的封闭空间电势 V ( x ， y ) 转化为 13 ;平面的圆/+/ = 1 内的调和函数.注意在圆的上半部分 
V = 0 , 在下半部分 V = l . 


V = 0 


图 145 




一个线性分数映射把上半平面映为中心在原点的单位圆的内部，其中正实轴映为圆的上半 
[374] 部分，负实轴映为圆的下半 部分. 在88节练习1中已经 证明. 这个结果在附录 B 的图13给 
出 ； 交换 z 和 w ， 可以知道映射 



( 1 ) 


的逆给出了半平面内 V 的一个新问题，如图145的右图所示. 
函数 


丄 Loguj = 丄 lryj + — j> (jD> 0»0 (2) 

的虚部是“和 u 的一个有界函数，假设在 “轴的 两部分4 = 0 和4=^为 常值. 因此这个半平面 
的调和函数为 






(3) 
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(4) 


(5) 


其中反函数的值在0到 7 C 之间变化. 

映射 （1) 的逆为 

.1 — Z 

因此《和幻可以用 r 和 y 表示. 等式 （3) 变为 

V = J - arctan (^ ~— j (0 ^ arctani < k ). 

函数 （5) 是被柱形电极封闭的区域内的势函数，因为它在圆内调和，且在半圆满足所需的值. 
若我们想证明这个结果，要注意 

lim arctani = 0 和 lim arctanr — n . 

t-*0 t-^O 

t>0 t<0 

在柱形区域的等势线 v ( z ，3/)= Cl (0< Cl < l ) 是圆 

•r 2 + (：y + tan7Tfi ) 2 = sec 2 kC! 

的弧线，.其中每个圆都过点（±〗， 0). 同样， x 轴上这两点之间的连线是等势线 V ( x ， ： y )= 
1/2. V 的一个共辄调和1/是一 （ l / jOlnp , 或者是函数 一（ i / it ) Logw 的虚部.根据等式（4)， L 7 
可表示为 

u= -i ln |lTl|- 

从这个等式可以看出势线 U (; c ， ： y )= c 2 是中心在 i 轴的圆的弧线.： y 轴上两电极之间的连线也 
是势线. 

练习 

1.105 节的调和函数 （3) 在半平面有界，且满足图145的右图所示的边界条件.证明 
如果把 A ， 的虚部添加到那个函数上，则所得结果满足所需全部条件，.其 
中 A 为任意 实数. ' 

2. 105节旳映射 （4) 把图145的左图所示的圆的上半部分映为功平面的 
第一象限，直径 CE 映为 w 的正 半轴. 求解半柱面^ 2 +/ = 1、 y >0 和平 
面 y = 0 围成的封闭空间的电势 V ，满足在柱面7=0,在平面的表面 
(图 146). 



图 U 6 


答案： [ 


丨 ( l - x 2 - y 2 \ 

tan l "2y~)- 

3. 求解空间 0< r < l 、 O <0< tt /4 的电势 V ( r ，0), 其中在半平面0=0、 0=7 t /4 和柱形表 
面 r = l 的 0<(9<7 t /4 的部分受约束，且在平面表面 V = l ， 在柱形表面 V =0.( 见练习 2) •证明 
获得的函数满足边界条件. 

4. 注意除原点外调和的函数 logz 的所有分支有相同的实部.写出共轴导电柱形表面工 2 + 
y = l 和关 1) 之间的空间内的电势 VO , ： V )， 其中在第一个表面 V =0 ， 在第二 
个表面 v = l . 
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(3761 


答案 ： W 


ln(x 2 +,y 2 ) 

2lnr 0 


5. 求解空间 y >0 的电势 V (: r ， >0,其中在无限导电平面 >> = 0上，带状区域（一 《< x < a ， 
3> = 0)和该平面的其余部分绝缘，且保持电势 V = l , 來其余部分 V = 0( 图 147). 证明获得的函 
数满足边界条件. 


答案： V~= 丄 arctan ( 工 2 += 2 y —a . 2 ) (O^arctan^jr). 

6. 求解图148所示的半无限空间的电势，其中在两个半平面和一个半柱面受约束，且在 
柱形表面 V = l ， 在平面表面 V =0. 在 x ： y 平面内画出一些壽 势线. 




v=o v=o 


图 147 


图148 


答案： V=-arctan( ：c2+y - 1 ). 

7. 求解平面3>=0和 y = 7 t 之间的空间的电势 V ，满足在 x >0 的部分 V =0, 在 x <0 的部 
分 V = l ( 图 149). 用边界条件检验所得结果. 

V = 1 Li V = 0 


V =1 V =0 

图 149 

答案： V= 丄 arctan( ) (O^arctanf^jt). 

8. 求解长柱形 r = l 内部空间的电势 V ，满足在柱形表面的第一个四分之一 ( r = l ， 0< d < 
tc /2) 上在表面的其余部分0=1， 7 r / 2 <3<27 t ) 上 V = l ( 见 88 节的练习5和图 110) •证 
明在柱面的轴上 V =3/4. 用边界条件检验所得结果 • 

9. 利用附录 B 的图20求解温度函数 T ( x ，： y ), 满足在所示的 x ： y 平面上的阴影区域内调 
[3771 和，且假设沿曲线 ABC , T =0； 沿线段 DEF , T = l . 证明所得函数满足边界条件(见练习 2)- 

10. 矩形区域内 V 的狄利克雷问题 

F „( x , y ) = 0 (0 < x < a ,0 < y < b ) , 

V ( x ,0) = 0, V ( x 9 b ) = 1 (0 < x < a ), 

V(0*>) = V(a»y) = 0 (0 < y < 6) 
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可通过分离变量法解决\结果为 


V = 



sinh(yyt7t ： y/a) . 
msinh(mnb/a) Sm 



(w = 2n — 1). 


把该结果用到抑平面的一个问题，求解空间 l<r<r 。、 0<^<7 ： 的势0)，要满足在边界 
沒=穴上\"=1，在边界的其余部分 V =0( 图 150). 


答案： 



图 150 ^=logz(r>0, ~y<6<y) 


， 7 _ 4 ^ sinh ( g n ^) sin ( a n lnr ) 「 = (2 n ~ 1) jc ~| 

7 r sinh ( a „7 i ) 2 m —1 l lnr 0 」’ 

11. 利用练习 10 中获得的矩形区域 

0 < < a, 0 ^ y^b 

的狄利克雷问题的解，求解空间 

lO<r o ,O<0<7i 

的势 V ( r , 0)，满足在边界 r = r 。、0<6 <tc 上 V = l ， 在其余部分 V 
0( 图 151). 

答案： 

v = 一 - 1). 

106二维的流体流动 



在流体力学和空气动力学中，调和函数是十分重要的.我们现在只考虑二维稳定类型的问 
题.即假设在平行于平面的平面内流体的运动是相同的，流速平行于这个平面且与时间无 
关.这样只需考虑平面流体的一个小薄片的运动就足够了 • 

我们把用矢量表示的复数 


V = p + iq 

定义为流体的粒子在任一点（工，： y ) 的速度？因此速度矢量的工部和: y 部分别用 P ( x ， W 和 


© 见作者的 Fourier Series and Boundary Value Problems , 6th ed. 


pp. 135-137 and 185-187, 2001. 
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qix , W 表示.在无源和无漏的区域内的点，实值函数 W 和 9( 工，： V )及它们的一阶偏导 
都设为连续的. 

沿任意围道 C 的流体环流定义为速度切线部分 Vr(x, 30 沿 C 关于弧长 a 的线 积分： 

^ V T Cx , y ) d ( j . (1) 

沿 C 的环流和 C 的长度的比率就是沿围道流体的平均速度.在高等微积分学中已知线积分可 
以写为 e 

j" V T (x,^)d(T = I p { x , y ) Ax -\~ q ( x , y ) dy . (2) 

[3791 当 C 是无源和无漏的单连通区域内一条定义了正方向的简单封闭围道时，格林公式（ 44 节）可 
以写为 

^ J >{ x , y)Ax + q ( x , y)dy =^ J _ q x { x , y ) — p y { x , y )"\ AA , 

其中及是包含 C 内部和边界点的封闭 区域. 因此对这样的围道有 

| V T ( x , y)da = — p y { x , y~)~\AA (3) 

上述沿简单封闭围道 C 环流的表达式 （3) 右边的被积函数的物理解释已经给出.定义 C 为以点 
( X 。， >) 为圆心 r 为半径的圆，逆时针为正方向.沿 C 的平均速度为环流除以圆周长 27： r ， 且 
相应的流体关于圆点的平均角速度为平均速度 除以〜 

士 JL \^- qi ^ x,yS> ~ /^(工，30]级 

这也是函数 

co(x,>) = -^\_qAx,y') — p y ix,y^ ⑷ 

在以 C 为边界的区域内的平 均值. 当 r 趋近于零时，它的极限就是 w 在点 （ J ：。 ，： y 。） 的值.因 
此函数 wU ， W 称为流体的旋转，表示当圆收缩向圆点时角速度的极限，其中在圆点加是可 
求的. 

如果在某单连通区域的每一点有》(工，： y ) = o ， 则流体在该区域为不輿 转的. 我们仅考虑 
不旋转的流， 且假 定流体 不可压缩且无粘性. 在假定的不旋转的稳定流体流动中有唯一的密度 
P ， 这可根据流体压力 PU , y ) 满足伯努利方程的特殊形式 

z + jlvl 2 = 常量 
P 2 

获得.注意，当速度丨 VI 最小时，压力最大. 

设 D 为单连通区域，流体在其中不旋转.根据等式(4)，在 D 内 h = 两偏导之间的关 

系表明沿 C 内围道 C 或连接 D 内两点0。，， ： y _。） 和 U ， ： y ) 的线积分 

0在本节和下节中都用到了线积分的性质，可参考 w. Kaplan, Advanced Mathematics for Engineers, Chap. 10’ 1992. 
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| p(^,r)d5 + g(5,f)d« [3801 

与路径无关.因此，如果 （ x 。，>) 固定，函数 

「（ u > 

4>(x,y) = pisyOds + q(s,t)dt ( 5 ) 

在 D 内有 定义； 对等式两边取偏导，得 

= pix,y) ,i> y {x,y) = q(x,y). ( 6 ) 

根据等式 （6)， 速度矢量^=/>+~是4的 梯度； 在任一方向上^的方向导数为流速在该方 
向上的分量. 

函数4(工， y ) 称为速度势.根据等式 （5) 知，当点 Oc 。，>) 变化时， Hx , y ) 只需增加一个 
常数.水平曲线4(工， y )= Cl 称为等势的，因为它是>(1， W 的梯度，在任一 V 不是零矢量的 
点，速度矢量 V 是等势线的法线. 

如同热流一样，不可压缩的流体流人或流出某体积只能通过该体积的边界，这个条件要求 
Hx , y ) 在无流源无漏槽的区域满足拉普拉斯方程 

K 工， y ) +t(x ，： y) = 0 . 

利用等式 (6) 和函数>、 g 及它们的一阶偏导的连续性，可以知道4的一阶和二阶偏导在该 E 域 
连续.因此速度势4在该区域是一个调和函数. 

107流函数 

根据106节，速度矢量 ' 

V = p(x,y) + iq(:c ， y) 

在不旋转的单连通区域可以写为 

V = ^ X ix 9 y) +ii> y (x 9 y) = grad^Cx,^) * 

其中4是速度势.当速度矢量不是零矢量时，它是过点(工，： y ) 的等势线的法线.如果 〆 工， ： v ) 

为扒 x , y ) 的共扼调和(见97节），则速度矢量和曲线 0 U ， y )= c 2 相切. 曲线 〆 x ， y ^= c 2 
称为流线，函数0称为流函数.特别地，流体不能流过的边界也是一条流线. _ 

解析函数 

Fiz) = j>ix,y) +up(x,y) 

称为流体的复势.注意， 

F f {z) = i> x (x,y) + itpA 工， y 、 ， 

或利用柯西-黎曼方程， 

F’ （ z) = + X (x ， y )— 讳 y (x ， y). 


( 1 ) 

( 2 ) 


速度的表达式 （2) 因此可以表示为 
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速率或速度的大小为 

m = iF'u)i. 

根据97节等式（5)，如果4是单连通区域 D 的调和函数，则4的共轭调和可以写为 

= [ 一必 ,（ s ， t)ds + A ( s ， t ) cU ， 

J (〜，V 

其中积分与路径无关.利用106节的等式 （6) 得 

0( x , y ) = | — qis , t)ds + (4) 

其中 C 是 D 内从 U 。， y 。） 到 U ， W 的任意围道. 

髙等微积分学中指出，等式 （4) 的右边部分表示沿 C 关于弧长 < r 的积分，其中 C 是 i 部和 
y 部分别为户（工， 30 和？( X ， W 的向量的法向部分 V ^ Or ， y ). 因此表达式（ 4 )可以写为 

ip ( x , y ) = |^ V N (5,«) dT . (5) 

4， U , w 表示过 C 的流体流动速率的 倍数. 特别地， 0 U , 30 定义为单位体积流过垂直平面 
的曲线 C 上的单位高度的速率. 

例当复势为函数 

F ( z ) = Az , (6) 

其中 A 是一个正实数， 

i >{ x , y ) — Ax 和 = Ay . ⑺ 

流线 〆 x ，： y )= c 2 是水平线 j = c 2 / A ， 且在任一点的速度是 
V = TTz) = A. 

满足 0( x , y )=0 的点 （_ r 。，>) 是2轴的任 意点. 若以 U 。， y 。） 为原点，则 〆 h W 为流 
过连接原点和点(: c ， y ) 的任意围道的速率（图 152). 这个流动是一致向右的.它可以看作以工 
轴为边的上半平面的一致流动，其中工轴为一条流线；或看作平行线7=3^和3^=力之间的一 
致流动. ' 



图 152 


流函数0刻画了一个区域的流动.对给定的区域在不考虑一个比例因子或一个常数的区别 
时，是否只存在一个这样的函数，这个问题并没有解奂.在下面的一些例子中，速度在远离障 
碍物时是唯一的；或在第11章包含源点和漏点时，这种物理情形表明由问题所给的条件唯一 

确定. 
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一个调和函数不总是唯一确定的，即使加上一个常数因子，如果只是简单的在区域边界给 
定它的值.在这个例子中，函数 0 U ， y )= Ay 在半平面7>0调和，且在边界为零.函数 
办 U ， ： v )= B ? S i n >) 也满足这些条件.尽管如此， 流线办 （ X ， y )=0 不仅包含 直线 : y = 0, 还包 
含直线 y = n 7 t («= l ， 2,…）.函数是在 ：y = 0 和 j = 7 t 之间的带形区域内流动的复 
势，其中两条边界线构成流线 〆 & 3-)=0; 如果 B >0,. 则流体沿下边的线向右流动，沿上边 
的线向左流动. 

108绕拐角和柱面的流动 


当分析在平面或 z 平面的流动时，通常考虑 “ t ； 或 w 平面的相应流动会更简单.如果多 
是⑽平面的速度势，0是 Ut / 平面的流函数，98节和99节的结果可以应用于这些调和 函数. _ 
即如果 抑平 面的流动区域是区域 D , 在函数 

w = /( z ) = u ( x , y ) + iv ( x , y ) 


作用下的像，其中/解析，则函数 

^>[ u ( a :, y ) , v ( x , y )] 和 i //[ u ( x , y ) , v ( x , y )] 

在调和.这个新函数可以看作是平面的速度势和流函数.平面的流线或自然边界 
tpiu , x ； )=c 2 对应于巧平面的流线或自然边界 ； y ) ， v ( x , : y)] = c 2 . 

利用这种技巧，很容易地可以先写出 w 平面的区域的复势函数，然后获得 X ： y 平面内相应 
的速度势和流函数.更严格地说，如果抓平面的势函数为 

F (, vu ) = j >{ u , v ) + ujl ^ UiV ) , 

则复合函数 

F [/ U )] = ^[ u ( x , y ) , v ( x , y)J + uf )\_ u { x , y ) , x ;( x ,> i )] 

表示平面的复势. 

为避免使用太多的符号，我们使用 F ， ★和0来表示平面和⑽平面的复势. 

例1考虑第一象限 x >0, ^>0的流动，平行于 y 轴向下，且在接近原点处拐一个直角， 
如图153所示.为了确定流动，回忆 （12 节例 3) 映射 

xv = z 2 = x 2 — y 2 + i 2 xy 

把第一象限映为平面的上半平面，象限的边界映为整 条“轴 • 



图 153 [384] 

从107节的例子中我们可知一个在 w 平面的上半部分一致向右的流动的复势是 
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其中 A 是一个正实常数.所以象限的势是 

F = Az 2 = AU z -/) + i 2 Axy ； 

且其流函数是 

(p = 2 Axy . 

显然，流函数在第一象限调和，在边界上为零. 

流线是长方形双 曲线' 


2 Axy = c 2 . 


的分支.根据107节等式（3)，流体的速度为 

V = lAi = 2 A ( x - iy ). 


观察知粒子的速率 


( 1 ) 


( 2 ) 


1 V | = 2AVx 2 + y 2 

和到原点的距离成比例.流函数 （2) 在点 （ x , 的值可以看作穿过从原点延伸到该点的线段的 

流速. 

例2设以单位长度为半径的长圆柱放在一个足够大的流体中，该流体有一致的速度，且 
柱面的轴和流动方向 垂直. 为了确定绕柱面的稳定疏，我们用圆工 2 +/ = 1表示圆柱，令流动 
平行于 x 轴且向右流动（图 154). 根据对称性， x 轴上圆外的点可以看作边界点，因此我们只 
需考虑流动区域的上半部分. . 


V 



图 154 


流动区域的边界，包含上半圆和工轴上圆外的点•在映射 
W = Z + 丄 . 

z t 

[3851 的作用下，边界映为整个 m 轴.区域本身映为上半平面〃>0，如附录 B 图17 所示. 与那个半 
平面相应的一致流动的复势是其中 A 是一个正实常数.因此在圆外且在工轴上部的 
区域的复势为 

F = A(z + 士 ). ⑶ 

当 I Z I 增大时，速度 ’ 

V = A ( 1_ ?) ⑷ 

趋于 a . 因此流动在远离圆的点几乎一致且平行于 工轴. 从等式 (4) 知因此该表 
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达式也表示下边区域的流动速度，其中下半圆为一条流线. 

根据等式（3)，在极坐标系下，所给问题的流函数为 

0 = A(r-+)sin 汉 (5) 

流线 


A (r - )sind = c 2 

关于 J 轴对称，且其渐近线平行于 x 轴.注意当 c 2 ==0 时，流线包含圆 r=l 和在圆外: c 轴上 
的部分. 


练习 


1. 解释为什么速度的各部分可以通过等式 


p{x,y) = 4> y {j ： ,y) , q(x,y) =— <p x (x,y). 


从流函数获得？ 

2. 在流动 K 域的一个内点，在我们的假设下，流体压力不可能比该点一个邻域内的其他 
点的压力小.利用106节、107节和50节，证明这个结论. 

3. 108节例1所描述的绕直角的流动，在区域 x>0、 内的哪点流体压力最大？ 

4. 证明在108节例2中圆柱表面的各点，流体的速率是 2A | sind | ,且在柱面上的流体 
压力在点士 1最大，在点 z=±i 最小. 

5. 写出绕柱面 r=r 。的流动的流势，满足当点靠近柱面时，V在点 z 趋向于一个实常数 A. 

6. 证明角形区域 O<0< tc /4( 图 155) 的流动的流函数为 

ip — Ar 4 sin40, 


画出该区域内的一些流线. 

7. 证明半无限区域一 K/2<:c<7t/2、 图 156) 的流动的复势为 F=A s inz. 写出流线的 
等式. 



8. 证明如果区域 r>r。 的流动的速度势为# =Alnr(A>0)， 则流线是半直线 0=c(r>r o ) ， 
通过每个以原点为圆心的完整的圆的流动速率都是 2 ttA , 而这为对于原点之流源的大小_ 
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9. 证明区域 r>l、O<0<7t/2 的流动的复势为 

F=A(^+i), ' 

写出V和0的表达式.注意速率丨V | 沿区域的边界如何变化，且证明在边界上〆： c，3-)=0. 

10. 设距离108节例2中的单位半径的柱面无限远的流动在和： c 轴成一定角度 a 的方向上 
—致；即 

^lim V = Ae " (A > 0). 

求解复势. 

答案： F = A 卜 e 〜+ 

11. 记 

2 — 2 = riexpiidi ) , z + 2 = r 2 exp(i0 2 ) ， 

和 

( z 2 — 4) 1/2 = y / rir 2 exp (i - j ， 

其中 

0 < ft < 2x 和 0 < 0 2 < 27t. 

则函数 U 2 — 4) 1/2 单值且解析，除去包含 x 轴上连接点土 2 的线段的支割线.从85节练习 
13知，映射 


把圆 | W | =1映为从 z =—2 到 z =2 的线段，且把圆外区域映为 z 平面的其余 部分. 利用前 
面观察到的证明，在 I w | >1且不属于支割线的所有点，逆映射可以记为 

w = y [ z + ( z z — 4) 1/2 ] = +( v ^7 exp 警 + v^Texp 宇) • 

映射和逆映射在这两个平面的点之间是一一的. 

12. 利用练习10和11的结论，证明，绕宽为4、横截面为连接两点==士2的线段的长区 
域(图 157) 的稳定流的复势为表达式 

F = A[zcosa — i ( z 2 — 4) l/2 sina ]. 

假设距离这个区域无限远的流体的速度是 Aex P (ia) . (/ — 4) 1/2 的分支就是练习11所描述的那 
个，其中 A >0.、 

13. 证明练习12中如果 sina 关0，则沿连接两点 z = 士2的线段的流体速度在终点无限’在 
中点等于 A 丨 cosa | . 

14：为了简单，假设练习12中 0< a <7 t /2. 证明沿线段的上边区域（图157)，流体的速度 
在点 z = 2 cosa 为零； 沿线段的下边区域，流体的速度在点工 =—2 cosa 为零. 

15.中心在轴上一点且过点 Z = — l 的圆依照映射 
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v A«_ 



Z 


个别的非零点 z 可以几何映射为增加的顶点 

z = re is 和 士 = +e-' , 

通过映一些点表明圆的图像是图158所示类型的剖面，且圆外的点映为剖面外部的点.这是茹 
可夫斯基翼剖面的一个特例（见下面的练习16和 17). 

16. U ) 证明练习15的圆的映射除点 2 = —1外保形. 

( b ) 令复数 

i =lim r ^和 r = 

厶 Z~»0 1 I^Z I 厶 ur*0 I △XU I 

分别表示在点 ^=-1 和光滑有向弧相切的单位向量以及该弧在映射 W = z +( l / z ) 的图像•证 
明 r =— f 2 , 且图158的茄可夫斯基剖面在点加=_2有一个尖，在尖端两切线的夹角为零. 



17. 求解绕练习15中的机翼形区域的流动的复势，满足在距离原点无限远的流体的速度 V 
是实常数八.回忆练习15给出的映射 

丄 1 

tv = z-\ - 

、 Z 

的逆映射，即交换2和比（见练习 11). 

18. 注意在映射《；=/+之作用下，两半轴工>0, ： y =7 t 和尤<0, ： y =7 t 映为半直线 
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-1); 带形区域一 7 t < j <7 r 映为 w 平面.注意方向的变化，当 x 趋近于 arg ( d W / ck ) 在 
这个映射下趋近于零.证明流过由 w 平面的半直线形成的开放通道（图 159) 的流体的流线是该 
带形区域内的直线 y = c 2 的图像.这些流线也表示静电力场中两平行电容器边缘的等势线. 






第 11 章施瓦兹-克里斯托费映射 

本章介绍施瓦兹-克里斯托费映射，它把 X 轴和 Z 平面的上半部分映为 w 平面给定的封闭 
多边形和它的内部.然后应用它构造流体流动和电势理论. 


109将实轴映射为多边形 


用复数《表示和光滑弧 c 相切于点々的单位向量， r 表示单位向量，是 c 在映射 T «=/( Z ) 
作用下相切于对应点比。的图像 r . 假定/在点 A 解析且 /'( A ) 关 0. 根据94节，我们有 

argr = arg /' (z 。） + argt. ( 1 ) 

特别地，如果 C 是 x 轴上正方向向右的一段，则在 C 上每 一点〜 =工有£ = 1和 f = 0. 在这种 
情形下，等式 （1) 变为 

argr = arg/’(x). (2) 

如果 /' U ) 沿这一段保持辐角为常数，则 argr 为常数.因此 C 的图像 r 也是直线上的一段. 

现在我们构造映射 w =/ U )， 它映整个: c 轴为 n 多边形，其中轴上的点 A 、 A 、…、 Ah 
和⑺的 图像为多边形的顶点，且 

< :r 2 < …< Xn-X. 

顶点为 w ,+ =/( A)(j = l , 2，3，…， n _ l ) 和 w „=/( oo ). 当 z 在 : r 轴上移动时，在点 Z = 

处 arg / U ) 从一个常值变为另一个常值(图1印). 



'图 160 . 

如果函数/满足 

/'(z) = A(z —a) - * 1 (z — A) - * 2 … （z — （ 3) 

其中 A 是一个复常数，匕是一个实常数， V _7_== l ， 2，…，”一1且当 z 为实数时， /( z ) 的辐 
角按指定的方式变化；式子 （ 3) 的辐角可以写为 

arg/(z) = argA — k, arg(z — x, ) — k 2 argdz — x 2 ) - arg(z —j:^). (4) 

当 2： = X 且时， 

arg(z — xi ) = — 工 2 ) = ••• = argO — ) = tt. 

当 xi<x<:c 2 时，福角 argCz — xi ) 为零，而其余福角为 tc. 粮据等式 (4) ，当 ^ 通过点 h 向右 
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移动时， arg / U ) 突然增加 hi 同样，当 z 通过点 x 2 时，它突然增加 hK ， 等等. 

利用等式(2)，当 z 从移向 X ,时在其方向上的单位向量 r 是一个 常数； 因此点 w 沿直 
线的固定方向移动.在点 x , 的像点 W ,， r 的方向突然改变如图160所示.这些角度 
是点 w 描述的多边形的外角. ' 

外角限制在一 7 T 到 7 C 之间，当一 1<卜<1 时. 假定多边形的边不相互相交，且给多边形定 
[3921 义一个正的（逆时针）方向.则一个封闭多边形的外角和为 2 tu 点2 = °0的像点的外角为 

k„K == 2-IC— (^, + 是 2 + ••_ + 是 《-1 ) 兀 . 

因此& 一定满足条件 

t +匕 +… +UL = 2，一1<是,.<1 () = 1，2,…， ”). （5) 

注意1 = 0如果 

h +是 2 + … +U = 2. (6) 

也就是说， r 的方向在点不变.所以不是顶点，多边形只有 n — 1条边. 

导函数满足等式 (3) 的映射/的存在性在下节中确定. 

110施瓦兹-克里斯托费映射 

函数@导函数表达式 （109 节） ' 

’ /(z) = A(z —Xi) -4 ! (2 —x 2 ) _<2 •'•(z — ( 1 ) 

映 工轴为 一个多 边形. 令因子 （2 — ％)-*>表 示以工轴下方为支割线的幂函数的 分支. 特别 
地，记 

(z — Xjy*' =| z — Xj \^iexp(— ikjdj) y < 0 j < y j , (2) 


其中 $ = argU — 易）且 ）= 1， 2，…， n - l . 则 /'( z ) 在半平面; y >0 除 n —1 个支点々外解析 • 
如果 Z 。是该区域的一个解析点，用尺标记该区域，则函数 


F ( z ) = [ / ， ( i ) d 5 (3) 

J *0 

在该区域单值解析，其中从 〜到 z 的积分路径为 i ? 内的任意围道.且 ( z ) (见42 
节）. 

定义函数 F 在点 z = A 的值以使它连续，注意 ( z — A )- 〜是 表达式 （1) 中唯一不在 々解析 
的因子.因此，如果定义 40) 为表达式其余因子的乘积，则^幻在工，解析，且在开圆缉 
[3931 丨 a I < CR 内可以用关于々的泰勒级数表示•因此 
/( z )= Cz - xO ^ Hz ) 

= (z-Xi) - *' ^(xi) +^y^(z-Xi) Jl ) 2 +...]， 

或 

f iz)— 炎(: Ci) (z — X\ ) -tl + iz 一 x \) ipiz} 9 (4〉 
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其中4在整个开圆盘解析且连续.又1 一卜>0，因此等式 （4) 右边最后一项表示圆盘上半平面 
内关于 z 的连续函数，其中 Im Z >0, 如果假定在2 函数值为零，则上式最后一项为沿从 
Z , 到2的围道的积分， 



是在 Z = 连续的 2 的函数.其中厶郅围道都落在半圆盘上.如果我们定义了在半圆盘内 Z 
趋近于 A 时它的极限的积分值沿相同路径的积分 

P (.V-X,)-*! ds = -^―- (Z, -X, )■-*!], 

Jz, 1 — 々 1 

同样表示关于 z 在 x , 连续的函数，函数 (4) 沿从 Z , 到 Z 指定路径的积分在2=^ 连续； 且对 
积分 (3) 同样成立，因为它可以写为沿 i ? 内的围道从 z 。 到 Z , 的积分减去从厶到 Z 的积分. 

上述讨论适用于 n - l 个点的每一个 x , ，使 f 在区域连续. 

从等式 （1) 可知，对充分大的正数 i ?， 存在正常数 M ， 满足如果 lmz >0, 则对于任意 | z 丨 

>R, 

I /(z) |< | J^ 2 _ K ■ (5) 

因为2_1>1，所以等式 (3) 中被积函数的级的性质保证当 z 趋向于无穷时，积分的极限 存在； 
即存在满足 

limF ( z ) = W n ( lmz >0). (6) 

细节的讨论留作练习1和 2. 

导函数如表达式 （1) 所示的映射函数可以记为 / U )= F ( Z )+ B ， 其中 B 是复常数.则映射 
■w = aJ (s — 而 ） _ *i (s — ; c 2 )— * 2 … （s — j:„-i 广*"- 1 ds + J 3 (7) 

称为施瓦兹-克里斯托费映射.这是为了纪念两位德国数学家施瓦兹（18“_ 1921) 和克里斯托 
费 （1829 — 1900)，他们分别独立地发现了这个式子. , 

映射 (7) 在半平面连续，除点々外保形.我们假定~满足109节的条件（5)，另外 
假定常数 A 和 I 使得多边形的边不相交，即多边形是单连通围道.根据109节，当 z 取遍 : r 
轴正方向的点时，它的像为多边形沿正方向的点；则在轴上的点和 P 上的点之间存在一个单 
射.根据条件（6)，点 z = oo 的像点 w „ 存在且 w „= W „+ B . 

如果 z 是上半平面: y >0 的内点， a ：。 为轴上不同于的任意点，则从点 x 。 处的向量 t 
到连接; r 。 和 z 的线段的角度为正且小 于以图 160). 在办的像点 w 。， 相应的从向量 r 到连接 
1„和 2 的线段的像的角也具有相同 的值. 因此半平面的内点的像按逆时针方向，落在多边形 
各边的 左边. 该映射在半平面的内点和多边形的内点之间建立了一个单射，证明留给读者（练 
习 3). 

给定多边形 P ， 施瓦兹-克里斯托费映射中的常数个数一定可以由映 x 轴到 P 而确定.为 
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此，记 4=0, A = l, B = 0 且简单地要求: c 轴映为和 P 相似的某个多边形 PV ，的大小和位 
置可以通过引入适当的常数 A 和 B 调整为 P 的大小和位置. 

幻由 P 各顶点的外角确定. 》—1 个常数 A 仍需选择. 工 轴的像是某多边形，它和 P 有相 
同的角.但是如果，相似于 P ， 则 n — 2条相连的边和 P 的相应边有相同的 比例； 这个条件可 
以由 n — 1个实未知数而的 n — 3个等式表示.因此任意去掉々的两个，或它们之间的两个关 
系式，剩下的 n — 3个未知数的 n _3 个关系式仍有实数解. 

当 x 轴上代替无限点的有限点表示顶点《;„的原像点时，从109节可知，施瓦兹-克 
里斯托费映射有下面的形式 

TO = a| (s _ (s — 文 2) _ * 2 … G — x„)— els + B ， （ 8) 

其中 + … +々„ = 2. 指数 t 由多边形的外角确定.但是在这种情况下，《个常数 a 必须 
满足上面提到的《 — 3个等式.因此在映 z 轴为指定多边形的映射 （8) 中，可以去掉 a 中的任 
意的三个或这《个数之间的三个 条件. 


练习 


1. 推导110节中的不等式 （5). 

提示： 令 i ? 大于所有 I A I (j = l ， 2， …， n -1). 注意如果 J ? 足够大，对每一个 x ,， 当 
\ z\>R, 不等式 U I /2< I z - x , | <2 | z | 成立。利用110节的等式 （1) 和109节的条件 
(5). 

2. 利用110节的条件 （5) 和实值函数的不定积分存在的充分条件证明，当工趋向于无穷 
时， F ( x ) 有极限 W „, 其中 FU ) 按等式 （3) 定义. 同样，证明当尺趋向于°°时， / U ) 在半圆 

| z | = J ?( Im Z >0) 的每条弧上的积分趋于 0. 然后推导出110节的等式 （6): 

limF ( z ) = W „ ( lmz >0). 

3. 根据79节，表达式 

N = id \ c 8 M dz 

可以用于确定函数 g 在定义正方向的简单封闭围道内的零点的个数，其中在 c lg ( z ) 弇 0 ’ C 
落在单连通区域 D ， 且在区域 D 满足 g 解析， g ' a ) 不为零.在该表达式中，记 〆 z )==/(« T ) — 
™。， 其中/( 2 )是110节的施瓦兹-克里斯托费映射 （7), 点 W 。 或者在2轴的图像多边形的内 
部，或者在 外部； 因此 /( z ) 关 u ；。. 令围道 C 包含圆 | z | ■=!? 的上半部分和 x 轴上包含所有” 
一 1个点 sc , 的线段 _ i ?< Cr < CR ， 其中包含每点 A 的小段被以该段为直径的圆 I A I 的 
上半部分替换•则在 C 内满足 /0)= w 。的点 z 有 

Nc = Me /U)-^ dZ - 

注意当1 Z 丨 = i ? 且 JR 趋于 oo 时， /( z )- tvo 趋于非零点 W „— w 。， 回顾110节中 | /'( Z ) 丨的 
级的性质 （5). 令 ft 趋于零，证明 Z 平面的上半部分满足 /( d =w 。的点的个数为 
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N = —idl /O . _ 

堆导由于 

[ = limf ... d ., 

J P IV — UU 0 R-*^J-R J KX) 一 ZV 0 

当 w 。 在 P 内 iV = l ， 当灿在 P 外 N = 0. 证明映半平面 Im Z >0 为 P 的内部的映射是一一的. 

111三角形和矩形 

施瓦兹-克里斯托费映射可以由点 A 表示，而与它们的像即多边形的顶点无关.由于最多 
有不超过三个的任意点可以去掉，所以当所给多边形多于三边时，为了使 x 轴的像为所给多边 
形或和所给多边形相似，点 x , 的一部分必须被 确定. 这些被确定的常数的条件要便于使用， 

其选择还需一定的技巧. 

运用该映射的另一个限制在于积分一般比较棘手.通常初等函数关于一个有限数的积分并 
不能 计算. 在这种情况下，依靠这个映射来解决问题就变得很棘手. 



图 161 


如果多边形是三角形，顶点为 wi 、 和 w 3 ( 图 ,161) ，则映射可以写为 

w = a| (s — j：i ) - *i (s — x 2 ) - * 2 (5 — x 3 ) _ * J d5 + B, (1) 

其中込 + h =2. 内角 为满足 关系式 

kj = l - — 6 j (j = 1,2,3). 

n 

我们取三个点 々都为 o : 轴上的有 穷数. 每个点可取任意值.则关于三角形大小和位置的复常 
数 a 与 b 可以确定，-以满足上半平面映为所给三角形区域. tun 

如果设顶点为点在无穷时的像点，则映射变为 

xv = a| (5 — xi ) _ *' (i — x 2 )~* 2 d5 + B , (2) 

其中: ^ 和: r 2 取任意实数. _ 

等式 （1) 和 （2) 的积分并不表示初等函数，除非三角形有一个或两个顶点退化为无穷•当三 
角形是等边三角形或是有一个角为 xc /3 或 tc /4 的直角三角形时，等式 (2) 的积分变为椾囷积分. 

例1对等边三角形， k x = h = k ,= 2 n . 很容易写出:^= — 1， x 2 = l , 々= oo 和运用等式 
(2), 其中*。= 1， A = l ， _8 = 0.则映射变为 
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而 

因此 


■w = J \5 + ir 2/3 ( i - i )- 2/3 ds . «) 

点 z=l 的像为功=0;即比 2 =0.如果这个积分中 z == — 1 ， 则 5 = 1 ， 其中 一 1<x<1 .且 
X +1 >0 和 arg ( j ：+ l ) = 0, 

| x — \ \ = 1 ~ x 和 arg (: r — 1) =丌. 


iv = (.x + 1)" 2/3 (1 — x) _2/3 exp (—学 ) dr 

/ Tcz \ f 1 2 dx 

= exp ( y)Jo ( i:w 


(4) 


因为置换 则最后一个积分简化为用来定义贝塔 （ Beta ) 函数 （77 节练习 7) 的一种特殊情 
况.定义正数6为它 的值： 


b = \ la ^ = \ y m (1 - tr 2/3 dt - B ( H )- 

因此顶点叫为 

xvi = 6exp 

顶点％在《正半轴，因为 

w 3 = ^ (x +l)' 2/3 (x —l)~ 2/3 dx = J 1 (x 2 ^2 )2/3 - 

又之沿 i 负半轴趋于无穷时，积分 (3) 也表示 奶的值； 即 

Wi ( | x + l I I X— 1 D" 2/3 exp(— 

+ | t (I ^+1 I I x— 1 I r 2/3 expf—_)Ar. 

对 M 应用表达式 （4)， 则 

w 3 = 1V\ ~j~exp (— 亨 ) J 1 (|工 + 1|| 工 — ll )~ z/3 dx 

= feexp y + exp (— f )r ， 


(5) 


( 6 ) 


w 3 = bexp 专 + rv 3 exp (— 专). 


化简叫得 

iv 3 *= b . 

因此我们证明了 x 轴的图像是边长为 & 的等边三角形，如图〗62 所示. 我们还可以得到 
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w = 


yexp 


7 t £ 


当 Z = 0. 




u 


图 162 


当多边形为矩形，每个 1 = 1/2. 如果我们选取±1和士 a 作为点 X ,，则它们的像为矩形的顶 
点.因此有 

g ( z ) = iz + ar w (z + l )- in ( z - iy 1/ z ( z - a )- m , (8) 

其中 0< ar g ( Z _ A )<7 r ， 施瓦兹-克里斯托费映射变为 

W =— | g (5> d 5, (9) 

再用映射 W = Aw+B 去调整矩形的大小和位置.积分 (9) 为椭圆积分 

J\l-5 2 )- 1/2 (l-^5 2 )- 1/2 di (/fe = 

的常数倍，但被积函数的形式 （8) 能更清楚地表示出所涉及到的幕函数的适当支函数. 

例2下面我们确定 a > l 时矩形的顶点.如图163所示， x , = ~ a , x 2 = ~ l , x 3 = l , x t 
= a . 所有四个顶点可以用两个正数 6 和 c ： 表示，而6和^由^的值 确定： 


dLr 


= l > U)|d " = l ；^ x 2)( a 3_ ：c2) 

= J: I g(x) I dr = J: dX 


VU 2 —l)(a 2 —: 2 ) 

如果 一 l < a :<0， 则 

arg(x + a ) = arg ( x + 1)=0 和 arg(:c — 1) = arg(x — a ) = tc ; 

因此 


如果 一 a < Cr < — 1，则 


因此 


g(x) = [exp (— y)] I g(x) |==—I g(.r) |. 

g(x) ^ [exp(_ y)] I g(x) |= i I gU) I. 

,=—J g(x)dx = ~"| o g(^)d^: — I ^(x)dj ： 

=I g(x) I dx —I g(x) I Ax =—b + k. 


( 10 ) 

(ID 


[399] 


[400] 





302 


第 il 幸 


_ 


对于 


w 2 =~~ b 9 w 3 ~ b 9 rv 4 = b-b zc 


的证明留作练习.矩形的位置和维数如图 163 所示. 

V 

- 1 | W, 

__土 . 立 

x x x 2 O x 3 x 4 x w 2 O uj 3 



图 163 


( 12 ) 


112 退化的多边形 


. 现在我们对一些退化的多边形运用施瓦兹-克里斯托费映射，这些积分都是初等函数•为 
了说明，这里例子中出现的映射是在第8章曾出现过的. 

例 1现在我们映半平面为半无限带形区域 


—号 号， v ^ G . 


我们可以把带形区域看作为有三 顶点泌 1， w 2 ， 且的虚部趋近于无穷的三角形的极限 
形式. 



外角的极限值为 • 

kyK = kzK = 和 ‘ 友 3 兀 = 

令点 : d = — 1， ； c 2 = l 和: c 3 = oo , 它们的图像为三角形的顶点.则映射函数的导函数可以记为 
_ = A(z + ir 1 / 2 U-l )- 1/2 = A'Cl — z 2 )-" 2 . 

因此 wsA ' siiTS + B . 如果记 A ' = l/a 和 B =6 / a 则 

z = sinCaw —— 6). 

这个从加到2平面的映射满足条件：如果且6=0,则当⑶=一冗/2时 z = — 1’当幻 
=^/2时 2 =1. 最终 导出的映射为 
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正如我们在89节所证明的，该映射映带形区域为上半平面. 

例2 设带形区域 0< t ;<7 t 为菱形的顶点％和 w 4 分别向左向右趋于无穷时的极限形式 
(图 165), 其中菱形的顶点分别 为加, = w '， w 2 , w 3 =0 和 w 4 . 取极限后，外角变为 

= 0, k 2 n = iz, k 3 -n = 0, k 4 n = n. 

这样只有1,需确定，选取: r 2 =0, x 3 = l , x 4 = ⑺.则施瓦兹-克里斯托费映射函数的导函数变 
为 

= A(z — xi )° z _1 (z — 1)° = — ; ' 

dz « 

因此 


XV = ALogz + B . 



x 3 x 

图 165 


由于 z = l 时所以 B = 0. 常爽 A 为实数，因为当 z = x 和 x >0 时点•^落在实轴 
上. 点•为点2：=：^的像点，其中 A 为负数；因此 

7ri = ALogxi = Ain I xi 14- Am. 

通过确定实部和虚部，我们可以知道 I A I =1和 A = l . 因此映射变为 
w = Logs ：; 

同样 Xl = — 1. 从88节例3已知该映射映半平面为带形区域. 

这两个例子的过程并不严格，因为角和坐标的极限值并没有依次介绍，只是觉得有用时就 
用它. 但是如果我们检验所得映射.，就会知道在映射函数的引人过程中我们的证明是恰当的. 
这种形式化的方法比严格的证明要简练而不芝味. 

练习 


1. Ill 节的映射 （1) 中 B = 且 

A = exp 學， j 

c , =—1， x 2 = 0， Xz = l 


ki = ki = +， 


则映射映: T 轴为等腰 直角三 魚形. 证明三角形的顶点为 

wi ― & * voz == 0 9 vo'% = 6 * 
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其中6是正常数 

6 = £( l - x 2 )- 3/4 x - 1/2 dx . 

同样证明 

26 = B (1’1)’ 

其中 B 是贝塔函数. 

2. 对图163所示矩形其余顶点求解111节的表达式<1). 

3. 证明111节的等式 (8) 和 （9) 中当 0< a < l 时，矩形的顶点如图163所示，其中6和 c 为 

6 = J I gCx) | dr ， c = j I g(x) I dr. 

4. 证明 110 节中施瓦兹-克里斯托费映射 (7) 的特殊形式 

IV = + 1)' 1/2 (5- 1)- 1/2 5~ 1/2 ^ 

映 X 轴为正方形，其顶点为 

■a), — bi , w 2 = 0 ， w 3 = b, w 4 = 6 + 迅 ， 

其中（正)数 fc 由贝塔函数表示为 

5. 利用施瓦兹-克里斯托费映射证明映射 

U)= z m (0 < m < 1) 

映半平面 y ^0 为楔形区域 I u > 丨 >0, 0< argw < m 7 t , 且把点 2=1 v 
变为点 w = l 。 设楔形区域为角 a 趋于零时图166所示三角形区域的 
极限形式。 

6. 讨论附录 B 的图 26. 当点 Z 沿负实轴向右移动时，它的像点一 

沿整个“轴向右 移动. 当 z 为实轴的一段 0< x < l 上的点，它的像 
点沿半直线向左 移动； 当 z 沿实轴的: c > l 的部分向右 
移动时，它的像点沿相同的半直线 《 = 向右 移动. 注意切 

在点 z =0 和2=1 的像点处移动方向 改变. 这种改变表明映射函数的导函数可以写为 

f\z) = A(Z-O)—Uz- 1 )， 

其中 A 为某一 常数； 因此可形式上得到映射函数为 

w — 7 ti + 之一 Logz * 

可以证明该函数映半平面为图中所示区域. 

7. 当点 z 沿负实轴的; c <_ l 的部分向右移动时，它的像点沿扣平面的负实轴向右移动- 
当点 s 分别沿实轴的线段一 1<工< 0 和的部分向右移动时，它的像点 w 分别沿 w 轴的 
0< x ;< l 的线段 u 增加和减少的方向 移动. 最后当 z 沿正实轴的：部分向右移动时，像点 
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沿 w 平面的正实轴向右移动.注意 w 在点2 = — 1， z =0 和 Z =1 处改变移动 方向. 映射函数 
的导函数为 

/( z ) = A(z + ir m (z-o)'(z-ir 1/2 , gM] 

A 是某一常数.因此可获得形式上的映射函数 

w = a/z 2 一 1 ， 

其中 OCarg / T ^ TCi 考虑连续映射 

2= z 2 ,W = Z - 1 , 和 w = / W , 

证明终函数映右半平面 Re Z >0 为沿 X ；轴之线段 0< W <1 上具有割线的半平面 Im W >0 上. 

8. 分式线性映射 



的逆 S 数映单位圆盘 I Z 丨 <1( 除 Z = — l ) 为半平面 lm z >0( 附录 B 图 13). 设2：,为圆丨 Z | 
=1上110节施瓦兹-克里斯托费映射 (8) 中所用到的2,…， 《) 的原 像点. 在不 
确定幂函数的分支的情况下证明 

|| = A ^ z - z ^-^ cz - z ^-^-( Z - Z ” r *” ， 

其中 A ' 为常数.证明映射 

■w = A'l^s-zj-Ms-^riys-^r^ds+B 

映 a I z | =i 的内部为多边形的内部，多边形的顶点为圆上点4的像点. 

9. 练习8的积分中，令2,0 = 1，2，…， 《) 为单位圆上的” 个根. 记 
Z ,= l , ^= 0 ,, 2=0>'-\ 令每一个 M ^ = l ， 2,…， nYkVn , 则练习8的积分变为 

W = A， lo (S--1)^ +jB - 

证明当 A ' = l 和 B = 0 时，映射映单位圆丨 Z | =1的内部为正 n 边形的内部，其中多边形的中 
心为点 w =0. 

提示： 每个点 2 y(j = l ， 2，…， 《) 的像点为在顶点处内角为心/”的多边形的顶点.记 



积分路径为从 Z =0 到2=1的正实轴，且选取 ( S ”一 l ) 2 的 n 个根的主值.证明点^=£0 ，…， [Ml 
Z . sco ”- 1 的像点为0/叫，…，所以多边形为正多边形且中心为 w =0. 

113通过裂缝的流体流动 

现在我们进一步考虑第10章中理想化的稳定流动的例子，它有助于说明流体流动问题中 
的源和漏.在本节和下节中，我们在⑽平面内而不是在 IV 平面上考虑问题，这样就可以不经 
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过平面映射而直接获得本章前面提到的一些结果. 、 

考虑两平行平面^=0和之间的流体的二维稳定流动，其中流体通过第'一个平面上一 
条窄裂缝沿与平面在原点垂直的直线流人（图 167). 在单位体积单位时间单位深度时，通 
道内过裂缝的流体流动速率为 Q ， 深度沿平面垂直的方向测量.则在每个边上流速为 Q /2. 


0 X, \ x 0 



映射 w=Logz 为单射，映 z 平面的上半部分 y>0 为 to 平面的带形区域 0<x;<7t (见 112 
节例 2). 反函数 

z= e w = e u e iv ⑴ 

映带形区域为半平面（见13节例 3). 在映射 （ lr ) 作用下，《轴的像为: c 正半轴，线 u = tt 的像为 
I 负 半轴. 因此带形区域的边界映射为半平面的边界 • 

点 w =0 的像点为 z = l .点 w = u 0 的像点为 z = x 0 , 其中《。>0, x 0 > l . 则流体流过带形 
区域内连接点。和点（《， d 的曲线的流速为流函数 〆 《， 0(107 节).如果为负实数， 
则通道内过裂缝的流 速可以 写为 

^(mi,0) = Q. 

_在保形映射下，函数0变为 I 和 y 的函数，它表示 z 平面相应区域流动的流函数；即两平面内 
流过相应曲线的流动流速相同.同第10章一样，用相同的符号0表示两平面内的不同流函数 • 
由于点的像点为 2=0：" 其中0<々<1，通过 z 平面上半部分内连接。和 Z = a 的 
任意曲线的流动流速也为 Q . 因此在点 z = l 有源等价于在点加=0有源. 

把上述讨论用于积分可得在 保形映射下，在给定点的源或漏对应着它的像点有相同的 
源和漏. 

当 Rew 趋于一 ° o 时， u ； 的像点趋于 Z = 0. 在标记点浓度为 Q /2 的漏对应于带形区域向左 
无限远 的漏. 为了运用上述讨论，我们考虑过带形区域左半部分连接边界线^=0与的曲 
线的流速，和过该曲线在 z 平面的像的 流速. 

在带形区域右边界的漏变为 z 平面内无限远的漏. 

• 2 平面上半部分的流动的流函数0在这种情况下一定满足，沿 x 轴三部分的每一个，函数 

值为常数.且当 z 绕 z = l 从位置移到位置 z = m 时，它的值增加 Q 倍；当文绕原点以 
相同的方式移动时，它的值增加 Q /2 倍. 而函数 . ？， 



满足这些要求而且这..个函数在半平面 . Imz >0 调和， .. 因为它是函数 
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F = —^ Log(z — 1) — + Logz ]= — Log ( z 1/2 — z ~ in ) 

的虚部. 

函数 F 是 z 上半平面内流动的复势函数.因为 z = 广，所以通道内流动的复势函数 F ( w ) 为 
F(tt-) = -^Log (^ /2 -^» /2 ). 

TZ 

去掉常数，则变为 

F ( w ) = — Log^sinh 

我们用相同的符号 F 表示三个不同的函数，其中一个在 z 平面，另外两个在加平面. 

速度矢量 F '( w ) 由等式 


( 2 ) 


给定.因此有 


V= i COth f 


lim V — 


(3) 


同样点为停滞点^即速度在该点为零.因此沿通道的壁的流体压力是裂缝点除外 
的所有点中最大的. 

通道的流函数 〆 M , V )是等式 (2) 给出的函数 F ( w ) 的虚部 • 因此流函数 〆 《， t ；)= c 2 为曲线 
• Arg(sinh 詈 )= c 2 . 

等式可以化简为 

tan 号 = ctanh ， ⑷ 

其中 c 为任意实常数.其中一些流线如图167所示. 


114在有迂回的通道内的流动 

为了逬一步讨论施瓦兹-克里斯托费映射的应用，我们将寻找在宽度有突然^化的通道（图 
168) 内流体流动的复势.我们定义单位长度，使通道的宽度为 it 单位；则表示窄边的宽度， 
其中 0< A <1. 用实常数 V 。表示远离宽边偏移的流体的 速度； 即 
limV = V „, 

其中复变量 V 表示速度矢量.则通道内单位深度的流动速率或流槽右边及流源左边之流量为 

Q = jtVo. ⑴ 

通道的横截面可以认为是图168所示四边形的第一和第四个顶点分别向左和向右移到无穷 
远的极限情形，其中 w ,， w 2 ， w 3 ， 为四边形的四个顶点.取极限后，外角变为 

— 1：, k 2 n = y » 是 3 兀 =_ 晋， = 7t. 



308 


第 n 章 


1 

•X| x 2 x 3 






图 168 


408 
l 

409 


同前面一样，只要方便，我们就用极 限值. 如果我们记4=0,心=1， x 4 = ⑺， x 2 待定，其 
中 0<： c 2 < l ， 则映射函数的导函数变为 


du» 


Az-'(z~x 2 r 1 / 2 (z-i) ,/z . 


( 2 ) 


为了简化常数 A 和 x 2 的求解，我们先求解流动的复势.通道左边无限远处的流动源对应 
于2=0的源 （103 节）.通道横截面的全部边界为 x 轴的像.利用等式(1)，我们知道函数 

F = V。 Logz = Vo lnr + W ( 3 ) 


是 Z 平面的上半部分流动的势，其中在原点的源即为所求.流函数为当沿半圆2：= 
Ry ( O <0<7 t ) 从0到 Wtc 时它的值增加，其中 i ?>0, 0从0变到 tt . [比较107节的等式 (5) 和 
108节的练习 8.] 

W 平面内速度 V 的复共轭可以写为 


VTw) 



dFdz 
dz dw' 


因此，通过等式 (2) 和 （3) 知 

在点叫 的极限位置，对应于2 = 0,速度是实常数 V 。.从等式 (4) 得 



(4) 


在的极限位置，对应于 z = oo , 令实数表示速度.因此易知当生成通道窄部分的垂直线 
段向右移向无穷时， V 在线段的每一点趋向我们先假设如为从等式 （2) 得到的 z 的函数； 
为了缩短讨论，我们假设这是真的.则由于流动稳定， 

tcAV 4 = TcVo = Q ， 

或 V 4 = V 0 / A . 在等式 （4) 中令2：趋于无穷，得 


所以有 


A 


h ， 


= h 2 


(5) 


和 
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( 6 ) 


从等式 （6) 我们知速度的数量 I V | 在突变的角奶处为无穷大，因为它是^=1的像点 • 
同样角奶是停滞点， V =0. 沿通道的边界，流体压力在最大而在 w 3 最小. 

为了写出势和变量 w 的关系式，我们对等式 (2) 积分，等式 （2) 可以转化为 


用新变量 s 替换 


则等式 (7) 化简为 


因此 

积分常数为零，因为当时， 5 为零，因此 w 为零. 

根据 h 等式 （3) 的势函数 f 变为 

F = Vo Log ' _ ; ; 

同样地’ 

.2 = exp(F/Vo) -h 2 (9) 

exp(F/V 0 ) — 1 • 

用这个等式替代等式( 8 >的可得势函数 F ， 作为 w 的函数的关 系式. 


dw = 
dz z 


(马 r . 


(7) 


—h 2 


尝 = 2 /^占-^7). 




(8) 


圓 


115导电金属板边缘的电势 

无限长的两平行导电金属板保持电势 v = o , 置于它们中间的半无限金属板的电势为 
1. 坐标系和单位长度的选取满足上述金属板分别位于平面 v=0 , "和 u = V 2( 图 169) .下 

面我们来确定这些金属板之间的势函数 V(M ’ O . 

该区域在平面的横截面为图 I 69 虚线所示四边形的点 Wl 和加 3 向右移动且向左移 



图 169 
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动的极限形式.为了利用施瓦兹-克里斯托费映射，令心对应于顶点叫，为无穷点.选取 A 
一 1, ^ 3 = 1, ^待定.则四边形的外角的极限值为 


因此 


k t n = tc, k 2 n =— 7t> 


是3兀 = k i n = 7t. 


- x . Xz - l )- 1 = A ( fr ^)=4 (irf + ^ f ) 5 

而且映 Z 平面上半部分为 W 平面的分开的带形区域的映射为 

w = 香 [(1 + x 2 )Log(z + 1) + (1 — j: 2 )Log(z — 1) ]+ B. (1) 

令 A,, A 2 和氏， B 2 分别表示常数 A 和 B 的实部和虚部•当时点 w 位于分开的带 



_ 形区域的边 界上； 根据等式（1)， 

u + txi { (1 + a： 2 ) [In I a: -h 1 |+ iargix + 1)3 

+ (1 — x 2 ) [In I j: — 1 |+ iarg(j ： — 1)] }+ + iB 2 . (2) 

为了确定常数，注意连接％和叫的线段的极限位置为 《 轴.这条线段为工轴上的点 A == — 1 
向左部分的像；这是因为连接奶和加，的线段为: c 轴上的点: t 3 = l 向右部分的像，四边形的 
其余两边为 I 轴剩下两段的像.因此当《=0且 M 沿正值趋于无穷时， 相应 点： r 从左趋于点之= 
一 1. 因此 


arg(x + 1) = argCx — 1) = u, 

且 In 丨 z + l 丨趋于一 oo. 由于 一 1<x 2 <1 ， 等式 （2) 的大括号内量的实部趋于一 oo. 因为幻= 
•0, 所以 A 2 =0; 否则右边的虚部可能变为 无穷. 由于两边虚部相等，即 

0 =今 '[(1 +工 2 )兀+(1-工2)丌]+ B 2 . 


因此 


一 7 tAi — Bz 9 A2 ^ 0. 


(3) 


连接叫和的线段的极限位置为半直线 v = k /2 U >0). 这条半直线上的点为 z = x 的 
点，其中 一10< x 2 ; 同样， 

arg(x + 1) = 0, arg(x— 1) = k. 

化简等式 （2) 两边的虚部，得关系式 

JL = ^.a- X2 U + B z . ⑷ 

最后， 连接％ 和的线段的极限位置为 《+ h ， 为点 z 的像点，其中工 >1. 对这些点化简 
等式 (2) 的虚部，得 


利用等式 (3) 和等式(4)， 


7C = B 2 . 
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Aj =— 1, x z = 0. 

因此 : c = 0 的像点为顶点 w = h /2 ; 把这些值代人等式 (2) 且化简实部，得氏==0. 
映射 （1) 变为 


XV =—— [ Log(z + 1) 4- Log(z — 1) ]+ nii (5) 

或 

= i + (6) 

在这个映射下，所需调和函数 V ( M ， W 变为半平面 J >0 内关于 J ： 和 J 的调和 函数; '且满 
足图170所示边界条件.注意此时：1： 2 =0.给定边值的半平面上的调和函数为解析函数 

—Log ^ -4 = —In — + —idi —d 2 ) 

7U 之 + 1 K r 2 7t 

的虚部，其中 A 和込在 0 和 71 之间变化.写这些角的切线为 X 和:^的函数，得 

tan 7 tV = tan (0 i — 込）= 2 _^ y z - r . (7) 

工 + ：y — 1 



图 170 

等式 （6) 给出/+/和 x 2 yy 2 关于 “和 I 的表达式.从等式 （7) 可知势函数 V 和坐标 m 、 
z ； 的关系为 

tan 7 tV =丄 一 4u _ /， （8) 

S 

其中 ' 

s =- 1 +a/ 1 + 2e- 2a cos2t;+ e -4 -. 

练习 

1. 利用施瓦兹-克里斯托费映射形式求解附录 B 图22给出的映射函数. 

2. 解释有半无限矩形障碍物的通道（图 171) 内流动问题的解包含在__ 

114节所求问题的解中 • EHZZ 

3. 讨论附录 B 图 29. 当 z 沿实轴的： c < — l 的部分向右移动时，像点 一一一"'■■•■'— 

w 沿半直线 w = 向右移动.当 z 沿 x 轴的一段一 1<$<1向右移 图 m 

动时，像点 w 沿 t / 轴一段上^增加的方向移动.最后，当 z 沿实 

轴的工>1的部分向右移动时，像点扣沿正实轴向右移动.注意在点 2== — 1 和 z == l 的像点， 
w 的移动方向改变.这些变化表明映射函数的导函数为 




其中 A 是某一 常数. 因此可形式上得到图中所给映射> 证明这个映射有如下形式 
w = l) 1/2 (z— 1) 1/2 +Log[z+ (z+ 1) 1/2 U — 1) 1/2 ]} ， 

7T 

其中 0< arg ( z 士 1)< k ， 且按图中所示方式映射边界. 

4. 定义 7 X «， X ；)为附录 B 图29所示 W 平面的阴影区域内的受约束的稳定温度，边界条件 
为当《< 0 时丁 U ， h ) = l ， 在边界的其余部分 ( B ' c ： D '): r = o . 利用参数 a (0< a <7 t /2)， 证明 
J 轴正半轴上的点2=1'的像为 

tv = — j^lnCtano 4- seca) + + s eca)] 

(见练习 3)， 且在点 如的 温度为 

T ( u , v ) = (0< a < j ). • 

5. 定义 F ( w ) 为附录2图29中 w 平面的阴影区域所示的深流底部有一个阶梯的流体流动 

的复势函数，其中当 I 在该区域趋于无穷时流速 V 趋于实常数 V 。.则映射为练习3中的 

映 z 平面的上半部分为给定区域的映射.利用链式法则 

dF = dF dz 

14141 dw dz dw 

证明 

vx^) = v 0 (z-i) U2 (z + ir 1/2 ； 


利用其像点在流的底部的那些点证明 

|y 1=1 v ° 'Vlfril- 

注意沿 A'B' 速度从 I V。丨增长，直到在点 I V丨 = oo ， 然后减小，到 c 点为零，从 C' 到 D' 
增加到 I V 。 | ;注意在 B' 和之间的点 



_ 速度为 I V 。 | . 


第 12 章泊松型的积分公式 


本章中，我们介绍一个定理，它可使我们得到一类边值问题的解.这些解用定积分或广义 
积分表示.出现的积分大多是可以计算的. 


116泊松积分公式 


令 C 。 为定义正方向的圆，中心在原点，且舨设函数/在 C „ 内和 C 。 上 解析. 则柯西积分 
公式 （47 节） 

/(z) = ⑴ 

表示/在 c 。 内任一点的值与/在 c 。 上的点 s 相关.本节中，我们将由公式 （1) 得到函数/ 

的实部的相关 公式； 在117节中，我们将应用这个结果解决边界为 C 。 的圆盘的狄利克雷问题 
(98 节). 

定义 r •。为 G 的半径，且记 Z =rexp ( id ), 其中 0< r < r 。 （图 172). 则非零点 z 关于圆的 
对称点4位于从原点出发的过^的射线上，且满足条件 I A || I =4, 即如果 s 为 C 。上的 
点，则 

zi = yexp(i0) = 皆 = 爹 . (2) [417] 


由于在圆 C 。 的外面，从柯西-古萨定理可知等式 （1) 的积分为零，当 A 代替被积函数中 
的 I 得出 

/ (z) = ikU 土-六卜 ds ; 

对 C 。 运用参数化表示 s = r Q exp ( z >) (0<«2 tc )， 得 

/( z )= 士 办. 

为了方便，用 s 表示 r c exp (^). 

用等式 （2) 的最后一个式子代替々，则参数表示中的因子可以记为 

_ 1 __ = ( 3 ) 

S ——Z 1 — KS/Z) S — Z S — Z | 5— 2 | 


则柯西积分公式 （1) 变形为 

其中 0< r < r 。. 当 r =0 时公式也 成立； 这种情形下，它可简化为 


(4) 
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这正是等式 （1) 在 z = 0 时的参数形式. 

量 U—z | 为点 s 到 z 的距离，应用余弦定理（图 172) 得 


I 5-z I 2 = rl-2r 0 rcos(-!>-d) +r 2 . 



(5) 


_ 


图 172 


因此如果 u 为解析函数/的实部，则由公式 （4) 得 




u 二 : . 


( 6 ) 


这是调和函数 m 在以圆 r = r 。 为边界的开圆盘内的 泊松积分公式 • 

公式 （6) 定义了一个从 “ O 。， 幻到《 ( r , 60的线性分式映射.映射的核，除去因子 
1/ (20 外，为实值函数 


P(r 0 ,r,<t>-e) 


_ . 4 — r 2 _ 

r 2 0 — 2 r 0 rcos (^ — d) + r 2 


(7) 


我们称之为泊松核.利用等式（5)，我们可以得到 
P(r 0 ,r,<f>-6) = 


(8) 


因为 rO 。， 所以 P 为正函数.又由于 V Cs-z^ 和它的复共轭 z/ (s—z) 有相同的实部’所 
以我们可以从等式 （3) 的第二个式子得到 


P(r„,r^-0) = Re( s -^ + 5 -^)= Re ( j ^). ⑼ 

所以对 C 。 上的每个不动点 s，P ( n > ， r , i >~ d ) 为 C 。 内 r 和 0 的调和函数.从等式（7)，得 
到 P ( r 。， r, 为必一 没的偶的周期函数，周期为 2th 当 r=0 时它的值为 1. 

泊松积分公式（6> 可以写为 

u(r,d) = -^| 2 "P(ro ， r^-(9)u(ro,^)d^ (r < r 0 ). (10) 

当 / ( z ) =« (r, 0) =1 时，' 等式 （ 10) 表明 P 有性质 

^F(r 0 ,r^-^)d^= 1 (r<r„). ⑴) 

我们曾假设 / 不仅在 C 。 内解析，而且在 C Q 上也 解析； 因此《在包含圆上所有点的区域内也解 
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析.特别地，《在 C 。 上连续.这个条件将被放宽. 

117圆盘上的狄利克雷问题 

令 F 为0在区间内的分段连续函数. F 的泊松积分映射由116节介绍的泊松核 
P ( r 0 , r, 定义为 

U(r,0) = ^-^Pir o ,r,i>-0)F(j-)d4> (r< r 0 ). (1) 

本节中，我们将证明函数 U ( r , 0) 在圆 r = r 。 内为调和函数， 

UmU ( r , d ) = Fee ), (2) 

^ r 0 
r<r o 

F 在每个固定 0 都连续.若除去 F 不连续的有限个点 （ r 。，0) 外，当 （ r ，0) 沿某条半径趋于 
( r 。，0) 时，1/ ( r , 们趋于边值 F (们；则在这种意义下， U 为圆盘 r < r 。 内狄利克雷问题 
的解. 

例证明上述结论前，我们先用它求解单位半径的空柱面内的势 V ( r , 们，纵向裂开为 
两相等的 部分； 在其中一个部分 V = l , 在另一个部分 V =0. 这个问题通过106节的保形映射 
解 决了; 回忆它是怎样解释一个 r < l 的圆盘的狄利克雷问题的，其中在边界 r == l 的上半部分 
V =0, 在下半部分 V =1 (见图 173). 



图 173 


在等式 （1) 中，用 〆 代替[/， ro = l , 且当 0< iK ：7 t 时 F (必）=0，当 xc <^<2 穴时 F ⑷ 
=1. 因此可得 

V ( r , d ) = ^ J 2， P ( l , r ,^-0) d ^, ⑶ 

其中 

Pa ' r ^~ 9) = l + r^-2rcL^-ey 


P (1, r , 的不定积分为 
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|p(l »r,0)d0 = 2arctan & 音)， 

被积函数为右边的函数关于 0 的导数.从等式 （3) 得 

nV{r,d) = arctan ( | 士 〔 tan 沒 ) 一 arctan ( | 士 二 tan ^ 2~\ 

对 tan UV ( r ，0)] 的表达式进行化简，从最后一个等式（见118节练习 3) 我们知 

r 2 


(4) 


V ( r , d ) = 丄 arctan di :。 ) (0 ^ arctanf ^ 7 r ) , 


反正切函数的值上的约束是显然的.在直角坐标系下，这个解和106节的解 相同. 如在例子前 
声称的，现在我们证明等式 （1) 定义的函数 U 满足圆盘 r < r 。 的狄利克雷问题.首先，1/在 
圆 r = r 。 内调和，因为 P 是 r ■和0的调和 函数. 又由于 F 分段连续，积分 （1) 可以表示为有 
限个定积分的和，其中每一个被积函数关于 r ， 0， ♦舰. 这些被积函数关于 r 和0的偏导数 
也连续.由于关于「和0的积分和求导的顺序可以交换，且在极坐标 r 和0 (25 节练习 5) 下 P 


满足拉普拉斯方程 

r 2 P rr +rP r + Pee = 0, 

因此可知 U 也满足这个方程. 

为了证明极限 (2), 我们需要证明如果 F 在0连续，则对任意正数 e 存在正数6满足当0 
O 0 — r <5 时， 


| U(r,0) — Fid) I < e. 


( 6 ) 


我们从 116 节提到的泊松核的性质 (11) 开始，记 

L7(r,0) — F(d) = P(r 0 ,r ，^ — — F(0)]d^. 

为了方便？令 F 以 2 k 为周期，周期性延拓，这样被积函数在 > 有相同的 周期. 同样由于极限 
_ 性质的确定，我们可以假设 0< rO 0 . 

接着我们注意到，由于 F 在0连续，所以存在一个小正数 a 满足当 I 4一0 I 时， 

| F(i>}-FW \<j. ⑺ 

显然， 

L7(r，0) — F((9) = IAr) + hM, (8) 

其中 

Ji(r) = M7 Pir ° _ 

J 2 (r) = J- r^PCro 0)[F(^) - F(0)]d^. 

2tcJ 升 a 

根据上述不等式 （ 7 ) 的第一个式子和 116 节的该函数的性质（】1)，尸是正值函数 （116 
节）.该事实可以使我们得到不等式 
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| h(r) \^r°P(r 0 ,r,</>-&) \ - F(d) \ di> 

ZnJ e~a 

< dT p(r 。’ r ’卜⑽ = 音- 

对积分 (r), 从 116 节图 172 可知当 s 的角 ? l 在闭区间 

6 + a ^ 9 —— a + 2 jt 

变化时 ， P O 。， r ， ♦-d') 的表达式 （ 8) 中的分母丨 s_z | 2 有（正的）最小值 m . 所以如果 
用 M 表示分段连续函数 | F (0 —F ( 们 | 在区间的上界，则 

I ⑽ I < ^^^以< ^一)今叶 

条件是满足 re—rd 其中 

5= 4^- ⑼ 

最后，上面两段的结论告诉我们 

, | U(r, ❹ ) —F((9) |<| Ii(r) | + | I 2 (r) I < y + y = e» 

其中 S 为等式 （ 9) 定义的正数 . 即当 S 选定时表达式 （ 6) 成立 . 

根据表达式（ 1) ， U 在 r = 0 的值为 


因此调和函数在圆 r = r „ 的中心的值为圆的边界值的平均 • 

下面要证明的是 P 和 L 7 可以由初等调和函数 r " cosn 0 和 r ” sin «(9 的级数表示为如下形式: 


其中 


P ( r o , r ,^- 0 ) = l + 2^ J (^)” cosn (^ — 0) (r < r 。) 
U ( r , ff ) = ya 0 + 2 (^ r ) n ( a » cos / i 0 + 6„ sinw 9) (r < r 0 ), 

n = -irV(^)cosM^ d^, b„ = — f *F(^)sW d^. 

7C Jo 兀 」 0 


( 10 ) 


( 11 ) 


其证明留做 练习. 

118 相关的边值问题 

下面给出的结果的证明细节我们留做练习.假定函数尸分段连续，边值在圆『 = ^上- 
假设 F ( 2 n — 6 ) =—F ((9). 117节的泊松积分公式 （1) 变为 

LKr , 0 ) = ^- j \ P ( r o , r ,^- 0 ) — P ( r 0 , r ,^ + 0 ) 3 F (^) d ^. 
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[423] 


函数 t / 在圆上水平射线0 = 0和0=兀处为零，这正如我们所希望的1/可以作为稳定温度.则 
式 （1,) 为半圆区域/ *< r 。， O <0<7 t 的狄利克雷问题的解，其中在直径上 U =0， 如图174 
所示；且在 F 连续的每个固定的点没， 

\ imUir ,6) = FW (0<6><7 r ). (2) 

〜 0 
r<r 。 

如果 F (2,1-^) =F (0)， 贝 ij 

U(r,d) = ~ ^ IP {r 0 , r, i>-d)+P(ro^r,<l> + d)^F (：■!>) d<f >； (3) 

当 0=0 或 0=7 t 时 （ r ，0) =0. 因此公式 （3) 给出的函数 U 在半圆区域 r < r 。， 0<6<n 
内调和， 且满足条件（2)，同样也满足在直径 AB 的法向导数为零，如图174所示 • 

m 

A B ^ , 

图 174 

解析函数映 Z 平面的圆 | Z | = r 0 为 z 平面的圆 I z 丨 = r », 且映第一个圆的外部 
为第二个圆的内部. Ez=rexp U 8 ) 和 Z = exp U < p ) ,则 r = d / J ?，（9=2 tt — 办 117 节式 
(1) 表示的调和函数 U ( r ， W 变为函数 

. r i_2r 0 Rcos(^+^+R 2F ^ )di>， 

它在区域 J?>r 。内调和.通常如果“ （ r , (9) 调和，则 k ( r ， 一 0) 也调和（练习 11). 因此函 
数 H 0?， 0) =U (4/R, 4-20，或 ， 

H(R ， 4>) =- ^ P(r 0 ,R,i>-^)F(^d<f> ( 尺〉 r 。） （ 4) 

也调和.在 F (0 连续的每个固定的点心根据 117 节条件 （ 2) 得 

lim = F ( f ). ⑸ 

^ r 0 

J ?> r 0 

因此式 （4) 解决了 Z 平面圆 l ?== r 。 外区域的狄利克雷问题 （图 175). 由116节表达式 (8), 




圓 


图 175 
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当尺 > r 。时，泊松核 P ( r 。， 尺， 令一奶 为负.同样 

=-1 ( R > r „) 




'练习 


1 . 利用 ii 7 节的泊松积分公式 (1), 推导圆柱 x 2 + y = i 内部的电势表达式 

1 「 1 ~~ 工2 *y2 "1 

V ( x , y ) = — arctan^^ _ 1)2 + _ 1 J (0 < arctani < tt) 

满足在圆柱表面的第一象限 ( x >0, y >0) V = l , 在其余部分 V =0. 同样指出 1— V 为什么 
是105节练习8的解. 

2. 定义： T 为表面绝热的圆盘/ "<1 内的稳定温度，且当 r = l 时，在0<0<2札 ( Q < d 0 < 
jt /2) 内了=1，在其余边上 T =0. 利用泊松积分公式证明 

TXx。） = ^arctan[ u _ ( 1 1 ) r -^] ^ < arctan..< ,r) , 

其中:^=加11乳.证明该函数满足边界条件. 

3. 利用三角恒等式 


tan(a - 




tanfi 


tana + cota 


sin 2 a ’ 


tanatan /3 

证明 117 节例子中的解 （5) 可以从前面的 TtV ( r ， 扪的表达式中获得. 

4. 定义 J 为有限单位脉冲函数（图 176): 

_ |1A ， 当汍 

- lo , 当 0 < 0 <氏或 乳+/ 1 < 0 < 2 兀， 
其中 / i 为正数且.注意 


ia,e-d 0 ) 


Kh,d-d 0 )do = i. 


聯 -00) 


[4251 


❺0 0 0 + /i 

图 176 
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[4261 


利用定积分的中值定理证明 


' P ( r 0 6) Uh ,< l >- eo ) di > = P ( r 0 , r,c ~ 0) f ° + * 1(/!^- 


其中从而 


\ im \ U p { r 0 , r ^-~6) I ( h ^- do ) di >= P ( r 09 r , d - d 0 ) ( r < r 0 ). 

h-*oJ o 

h>0 

所以泊松核 P ( r 。， r , d ~ do ) 为 /I 左趋于 o 时圆 r = r 。 内调和函数的极限.其中圆的边值用脉 
冲函数 2 tcJ U ， d ~ do ) 表示. 

5. 证明56节练习8 ( b ) 的用余弦级数的和表示的表达式可以写为 

1 + 2 y]a"cosn0 = -- ♦ -(― 1 < a < 1). 

1 — 2 acos ^ + a 


然后证明泊松核有117节的级数表达式 （10). 

6. 证明117节泊松核的表达式 (10) 中的级数关于4 一致 收敛. 然后可以由公式 （1) 得 
到 LT ( r , 刃的级数表达式 (11)°. 

7. 利用117节的表达式 （11) 和 （12) 求解无限长的实心圆柱 rgr 。 内的稳定温度 T ( r ， 
d ), 如果了 （ r 。，0) = Acos 0. 证明没有热流过平面 


答案：了 = —rcosd = —x. 

广0 r a 

8. 对无界区域 J ?> r 。，0 <^<k (如图117所示）内的调和函数 H ， 推导118节公式 （4) 


的特殊形式. 

如果在半圆上满足边界条件 

= F ((4) (0<^<7 t ), 

- R ^ r o 

K>r 0 

且 （ a ) 在射线 BA 和 DE 上 为零； （ b ) 在射线 BA 和 D £ 上法 
向导数为零，推导118节公式 （4) 的特殊形式 



( a ) H ( K ,0) = [ P ( r 0 + — P ( r 0 , R ,^~ ^)] F (^) d ^; 

(b) =— [i^r。，!?，★ +p) + P(r 。， J? ， 炎 —p)]F ( 多 ) d 分 . 


9.118 节的式 （1) 作为图 174 所示区域的狄利克雷问题的解，给出其推导细节. 

10. 118节的式 （3) 作为边值问题的解，给出其推导 细节. 

11. 作为圆外区域（图 175) 的狄利克雷问题的解，求解118节的公式 （4) •当《 ( r ，（9) 
调和时，利用拉普拉斯方程的极坐标形式 

r 2 u fr ( r ,^> + ntrirjd ') + u gs { r , d ') = 0 


0当0 = 1时，用分离变量法可获得该 结杲. 分离变霣法见作者的 Fourier Series and Boundary Value Problems ， 
6th ed. Sec. 48, 2001. 
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证明 m 0, ~6) 调和. 

12. 解释118节的等式 （6) 是正确的. 

13. 推导118节的极限 （7). 


119施瓦兹积分公式 


令/为半平面上的关于 2 的解析函数，使得对某些正数^和“，/满足阶 

性质 


| z a fiz ) \ <M ( lmz >0). 


( 1 ) 


对实轴上方的一个不动点 C R 定义为中心在原点半径为 K 的给定正方向的圆的上部，其中 
R > \ z \ (图 178). 



则根据柯西积分公式， 




当趋于 OO 时第一个积分趋于0,根据表达式 （1) 有 



< 


M 

R a ( R -\ z ) 


nR 


kM 

J?°(l 一 U 丨 /RY 


(2) 


因此 


/u) = 2^L £ r^f amz>0) - (3) 

条件 （1) 保证了这个广义积分收敛 e . 它收敛于柯西主值（见71节），且表达式 （3) 为半平 
面 lmz >0 的柯西积分公式- 

当点之位于实轴下方时，等式 （2) 的右边为零；因此积分 （3) 在该点为零.因此，当 Z 
在实轴上方时，我们有如下公式，其中 c 是任意一个复 常数： 

作) 点) /( 抽 （ Imz>0) . ⑷ 


0 见 A. E. Taylor and W. R. Mann, Advanced Calculus ^ 3d ed. Chap . 22， 1983. 




i c =—1 和 c = i 时，它可以简化为 


/( 和 …。) 


(5) 


( 6 ) 


如果/ U ) (: r ， y ) 十 bU ， 义），由式 （5) 和 （6) 可知，在半平面 y 〉0 内关于 w 的边 

值，调和函数《和^可以用如下公式 表示： 


u ( x , y ) 


v(xjy) 



ya^dt = 

\ t-z\ l 
(x — Quit fO) 
( r - x ) 2 — 十 / 




dt 


00 yujt . O ) 

-uo (t —工) 2 + 3/ 2 
(^>0). 


ck 


( y >0). 


(7) 

( 8 ) 


公式 （7) 称为半平面的施瓦兹积分公式或泊松积分公式.在下节中，我们将放松公式 
(7) 和 （8) 的条件. 


120半平面的狄利克雷问题 


令 F 定义为 x 的一个实值函数，对所有 x ， F 有界， 且除去最多有限个跳跃的点外连续 • 
当和 I x | < l / e 时，其中 e 是任意正数，积分 


关于 x 和 y —致收敛，被积函数关于工和^的偏导也一致收敛.这些函数都是有限个定积分或 
广义积分的和，其中在每个积分区域上 F 连续； 因此当:时，每一部分积分的被积函数是 
t , x , : y 的连续函数.相应地 ， J (^， 7) 的每个偏导可以表示为对应被积函数的导数的积分， 
其中）>0. 

记 LT ： y ) =yl ix , y ) /%. 因此[/是 F 的施瓦兹积分映射，根据119节表达式 （7) 
的 提示： 


UU , y ) = it _ yF JP^dt ( y >0). (1) 

除去因子 1/ t ：， 核为 y / h—z r . 它是函数 1/ («- z ) 的虚部，其中函数在: y >0 的 Z 点解 
析.所以核调和，因此它满足 X 和 y 的拉普拉斯方程.由于求导和积分可以互换，所以函数 
(1) 也满足这个等式.即 U 在 y >0 调和. 

为了证明在 F 连续的每个固定的 X ， 

limLKx ，）） = F ( x ) , ⑵ 

y>0 

代入公式 （1) 得 

LKx , y ) = F ( o : + ： ytanr)dr (y > 0). (3) 
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如果 


G(x,y,r) — Fix + 3 >tanr) — Fix) 

且^为某个小正数，则 

n[U(x,y) — FO)] = |- ^G(x,y,T)dz = I } (y) + I 2 (y) + I 3 (y )» (4) 

其中 


「(一 n/2)+o 

I\ (y) = G(x f y,r)dvf 

J -tt/2 

「U/2)- fl 

h (^) = G(x ，： y ， r)dr ， 

J (-«/2)-l-a 

I Ay) - P /2 G(x,>,r)dr. 

J (n/2)-a 

如果定义 M 为 |F U) I 的上界，贝 lj I G (: c，> r) I <2M • 对给 定正数 e , 选取 a 满 
足 6Ma<e ; 即 


I /j (^) I < 2JVfc < - 和 U 3 ( ： y) I < 2M» < 专 . 
下面证明，对于 e ， 总存在正数满足当 0< y <« y 时， 


I I 2 (y) l<y. 

为了得到这个结果，我们注意，因为 F 在; C 连续，则存在正数 y 满足当 0 < 3 » 1 tanr I <y 时， 

I G(a:,y,r) I < 

当 r 在 （_ tt /2) + a 和 （7 t /2) — a 之间变化时 ， I tanr I 的最大值为 tan [ (n/2) — a ] = 
cota . 因此，如果我们记 3= yt ana ， 则当 0<： y <5 时， 


I h(y^ l< ^(k — 2a) < 


因此我们证明了当 0<3；<3 时， 

I hiy) l + l hiy) l + l IsCy) l<e. 

条件 （2) 可以由这个结果和等式 （4) 得出. 

所以公式 （1) 解决了具有边界条件 （2) 的半平面 >>0内的狄利克雷 问题. 从表达式 
(1) 的形式 （3) 显然有 在半平面内丨17 U ， j ) | < M ，其中 M 为丨 F ( x ) | 的 上界； 即 U 

有界. 我们注意当 F U ) = F 。时 U U ， y ) = PV ， 其中 F 。 为一常数. 

根据 119节的公式 (8), 在 F 的一定条件下，函数 


V{x,y) 


=丄厂 


( x - t ) F(O 
(.t-x) 2 +y 2 


dr (: y > 0) 


(5) 


为公式 （1) 给出的函数 U 的共轭调和函数.事实上， 公式 （5) 给出了 U 的一个共扼调和函 
數，如果 F 除去最多有限个跳跃点外处处连续，且 F 满足性质 
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| ， F(x)|<M (a>0). 

在这些条件下，我们发现当 y >0 时， U 和 V 满足柯西 一黎曼 方程. 

当 F 为奇函数或偶函数时，公式 （1) 的特殊形式留做练习. 

练习 

1. 有界函数1/作为式 （1) 的特殊形式，推导其表达式为 

= [( f - x) 2 +y _ (7 T ^ + y ] Fit)dt (工 >。，，>°)， 

其中 i / 在第一象限调和，且满足边界条件 

U(0 9 y) = 0 (^>0) 

limLKx^y) = FCx) (x > 0»x ^ x 7 ) 

口 

其中对所有正工， F 有界 ，且除去最多有限个跳跃点 A 0 = 1, 2, n ) 连续. 

2. 定义 ： T U ， y ) 为表面绝热的平面 x >0, y >0 的有界稳定温度，且 

limT(x,y) = Fi(x ) (工 > 0 ) ， 

>一0 

y>0 

\imT(x 9 y) = F 2 (y'> (y > 0) 

i -*0 

x>0 

(图 179). R 和巧除去最多有限个跳跃点外有界 连续. 记工+以=%并 
通过练习1得到的表达式证明 

T(x,y) = Ti (x,y) + T 2 (x,y) (x > 0 ,y > 0), 

其中 

TiU ' y) = ilo(it-zr~i t + z \' 2 ) FAOdt ' 

= flo (u^-uw) F2(0dt - 

3. 作为 120 节公式 （1) 的特殊形式，推导有界函数 U 的表达式为 

LT 在第一象限调和，且满足边界条件 

UA0,y) = 0 (^> 0 ), 

lim[ ； (x,y) = F(x) (x>0,x ^ xj), 

r *» 

y>0 

其中 F 在所有正: r 有界，且除去最多有限个点 X = A (i = l ， 2，…， n ) 连续. 

4. 在120节中交换: c 轴和: V 轴，则半平面 x >0 内狄利克雷问题的解为 

= 111 U - y^ dt U>0) - 
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FCy) = 


则可得 U 和它的共轭调和一 V 的表达式为 


当 一 1 < y < 1时 
当 I ： y 丨> 1时 


U(x,y) 


丄0 
K V 


Z +1-, 


y — 1 、 


t" 、 1 1 x 2 + (y + I ) 2 

v( ^ ) = 5 ln x 2 +< — T 7 2 , 


其中 一 7 c /2< arctanr <7 t /2. 同样证明 

VXx ， _y) + iLKx^y) ― — [LogCs: + i) — Log(z — 0 ] ， 


其中 z=x+iy. 

121诺伊曼问题 


_ 


同116节图172—样，我们记 Froexp (⑷和 z=rexp (id), 其中 r < r 。. 当；固定，函数 

Q ( r 0 — 6 ) =— 2 r 0 ln | 5 — z | =— r 0 ln [ r 5 — 2 r 0 rcos (^— 0) + r 2 ] (1) 

在圆 I z I = r 。 的内部调和，因为它是一 2 /Uog (z-s) 的实部，其中 log ( z -5) 的支割线为 
从点 s 出发的向外的射线.更进一步，如果 r 关0， 


Q r O 。， r ， 多一 0) 


r 。 「 2r 2 — 2r 0 rcos(^ — 6 ) ~| 

r Lr§ — 2r 0 rcos ( 彡 —0) + — 」 


—[ P ( r 0 , r ,^ — 0) — 1], 
r 


(2) 


其中 P 为 116 节的泊松核 （7). 

这些观察的结果表明函数 Q 可以被调和函数 U 的积分表达式表示.其中口的法向导数 U r 
在圆 r = r 。 上假定为指定的值 G .(0). 

如果 G 分段连续且 I /。为任意常数，则函数 

U (. r , 0 ) = Q ( r 0 — 0) G (^) d ^ + U o Cr < r 0 ) ⑶ 

调和，因为被积函数为关于 r 和 0 的，和函数.如果 G 在圆 I Z I =；•。上的平均值为零 ，或 

J'*G(i4)d^ = 0, 

则应用等式（2)， 

U r ( r , 9 ) ^[ P ( ro ，rA - 6 ) - l ] G (^) d ^ 

= !±. J_[ 2，t p( ro , r ^-0)G(!J)d^ 

r 47 CJ 0 


(4) 
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根据 117 节的等式 （1) 和 (2), 
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國 


lim 士广 P( rc) ，rj —0)G ⑷相 = G ⑻. 

r—r 0 L7ZJ 0 

r<r 0 

因此对 G 连续的每个 0 有 

limU r (r,d) = G(d). (5) 

r < r 0 

当 G 分段连续且满足条件 （4)， 公式 

U(r,d) =-^- rin [ r ? -2 r 3 rcos (^-0) + r 2 ] G (^) d ^ + L 7„ ( r < r 。）， (6) 

ZnJ o 

为圆 r = r 。 内部区域的诺伊曼问题 的解，其中在条件 （5) 的意义下 ， G (们为调和函数 
U (r, 0 )、 在边界的法向导数.注意从等式 （4) 和等式 （6) 可知，因为 lnr? 为常数，则 17 。 
为 1/ 在圆 r = r 。 的中心 r =0 的值. 

值 U ( r ，0) 可以表示表面绝热的圆盘 r < r 。内的稳定温度.在这种情况下，条件 （5) 表 
明热量沿和 G W ) 相对称的边流人 圆盘. 条件 （4) 自然要求热量流人圆盘的总流速为零，因 
为温度不随时间变化. 

在圆 r = r 。 的外部区域，和函数 H 对应的公式可以由 Q 表示 

H { R ,< p ) =- ,1?,^- 0) G (^) d ? J + Ho ( i ?> r 0 ), (7) 

其中 H 。 为 常数. 和前面一样，我们假设 G 分段连续且满足条件 （4). 则对 G 连续的每个0 


H 0 = 


= G (^). 


(8) 


作为公式 （3) 应用到半圆区域的特殊形式 （7) 的证明留作练习. 

现在转向半平面，我们假定除去有限跳跃点外对所有实工有 G ( d 连续，且令它满足指 
定的性质 

| x a GU ) \ <M ( a > 1), (9) 

其中一 oo<x<oo. 对每个固定的实数 Z, 函数 Log | z—t | 在半平面 lmz>0 调和.函数 
U (. x , y ) =丄|" In | z — t | G ( f)dt + t / 0 

= 表 [: ln[U+/]GW(k + U 。 (>->0), 

在半平面调和，其中 U 。 为实数. 

用120节的施瓦兹积分映射 （1) 记公式 (10); 从公式 （10) 有 


( 10 ) 


U y ( x , y ) = 士 J _ 


vGO ) 


Ct-x^+y 2 

利用120节的等式 （1) 和（2)，在 G 连续的每个点 X 有 


At iy >0). 


( 11 ) 
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\ imU y ( x 9 y ) = G ( x ). (12) 

: y-0 
: y>0 

积分公式 (10) 显然解决了半平面 y >0 内满足边界条件 (12) 的诺伊曼问题.但我们并 
不要求在 G 上满足当 | z | 增加时，调和函数 L / 有界. 

当 G 为奇函数，式 （10) 为 

UU , y ) = ] G(0di (工 > 0 。>。). (13) 

这表明函数在第一象限 x >0, j >0 调和且满足边界条件 

U (0, y ) = 0 ( y >0), (14) 

\ imU y ( x , y ) = G ( x ) (工〉 0). (15) 

r-o 
: y>0 

练习 

1. 利用前面章节的结果，推导圆 r = r 。外区域的诺伊曼问题的解为公式 （7). 

2. 作为121节公式 （3) 的特殊形式，函数1/的表达式为 

U ( r ， d ) = [ Q ( r 0 — d ) — Q ( r 0 ， r ，++ 汐)] G (多) d 彡， 

其中函数 U 在半圆区域 r < r 。， O <0< k 调和，且对 G 连续的每个 0 满足边界条件 
LKr ，0) = LKr ，7 r ) = 0 (r <C r 0 ), 

UmU r ( r , 6 ) = GW (0<(9< k ). 

r<r 0 

3. 作为 121 节公式 （3) 的特殊形式，函数 U 的表达式为 

U ( r 9 d ) = [ Q ( r 0 ， r ， j > — d ) + Q ( r 。 + ^)] G (^) d ^ + L / 0 

其中函数 U 在半圆区域 r < r 。，0<6»< k 调和，且对 G 连续的每个 0 满足边界条件 
U0 ( r ， O ) = L ^ O ,7 t ) = 0 (r < r 0 ) ， 
limU r ( r 9 d ) = GW (0 < 沒 < tt ) ， 

^ r o 

r<r 0 

且规定 

= 0. 

4. 定义 ： r (: c ， y ) 为区域 X >0, y ^ O 内的稳定温度.区域表面绝热，在边1 = 0上了= 
0. 热量 （100 节）沿边 ; y = 0 的一段 0< X <1 流入平面的值为常数 A ’ 在边的其余部分绝热. 
利用121节公式 (13) 证明沿边 x = 0 流出区域的热量为 

7 ln ( 1 + 7 )- 


_ 
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Composition of functions ( 复合函数）， 51 ， 58，71 
Conductivity, thermal ( 热传导 ），361 
Conformal mapping ( 保形映射）， 343-358 
applications of ( 保形映射的应用）， 361-386 
properties of '( 保形映射的性质）， 343-350 
Conformal transformation ( 保形映射）， 343-350 
angle of rotation of ( 保形映射的旋转角 ）， 344 
local inverse of ( 保形映射的局部逆元 ）， 34 8 
scale factor of ( 保形映射的比例因子 ）， 346 
Conjugate ： ( 共扼） 

complex ( 共扼复数 ），11 
harmonic ( 共轭调和）， 77 ， 351-353 
Connected open set ( 连通开集 〉，30 
Continuity ( 连续）， 51-53 
Continuous function ( 连续函数 ），51 
Contour ( 围道）， 116-120 
closed ( 闭围道）， 135, 149 


indented ( 割裂的围道 ），267 
simple closed ( 简单闭围道）， 120 ， 142，151 
Contour integral ( 围道积分）， 122-124 
Contraction ( 收缩）， 299，346 

Convergence of improper integral ( 广义积分的收敛）， 
251-253 

Convergence of sequence ( 序列的收敛）， 175-177 
Convergence of series ( 级数的收 敛〉， 178-180 
absolute ( 级数的绝对收敛）， 179, 201-202 
circle of ( 级数的收敛圆 ），202 
uniform ( 级数的一致收敛 ）， 202 
Coordinates :( 坐标） 

polar ( 极坐标 ）， 15, 34, 39 ， 65-68 
rectangular ( 直角坐标 ），1 
Critical point ( 临界 点 ），345 
Cross ratios ( 交比 ），31 On. 

Curve :( 曲线） 

Jordan ( 若尔当曲线 ），117 
level ( 水平曲线）， 79-80 
simple closed ( 简单闭曲线 ），117 

D 

Definite integrals ( 定积分）， 113-116 ， 278-280 
Deformation of paths , principle of ( 路径的变形，路 
径变形原理 ），152 

Deleted neighborhood ( 去心邻域 ），30 
De Moivre’s formula (De Moivre 公式 ）， 20 
Derivative (导 数〉， 54-57 

directional (方向导数）， 71 ， 356-357 
existence of ( 导数的存在性）， 60-67 
Differentiable arc ( 可微弧线）？ 119 
Differentiable function (可微函数）， 54 
Differentiation formulas ( 徽分公式）， 57-59 
Diffusion ( 扩散 ），363 

Directional derivative ( 方向导数）， 71 ， 356-357 
Dirichlet problem ( 狄利克雷问题 ），353 
for disk ( 圆盘的狄利克雷问题）， 419-423 
for half plane (半平面的狄利茸雷问題 > ， 364, 
429-431, 432 

for quadrant ( 象限内的狄利克雷问題 ），431 

for rectangle ( 矩形的狄利克雷问題 ），378 

for region exterior to circle (圆外区域的狄利克雷 
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问题 ），424 

for semicircular region (半圆区域的狄利克雷问 
题 ），423 

for semi-infinite strip (半无限带状区域的狄利克雷 
问题）， 366-367 

Disk，punctured ( 去心圆盘 > ， 30 ， 192 ， 217, 223 
Division of power series ( 幂级数的除法）， 217-218 
Domain (s) ( 区 域 ）， 30 

of definition of function ( 函数的定义区域 ）， 33 
intersection of ( 区域的交集）， 81 
multiply connected ( 多连通区域）， 149-151 
simply connected ( 单连通区域）， 149-150, 352 
union of ( 区域的并集）， 82 

E 

Electrostatic potential ( 电势）， 373-374 
in cylinder ( 柱面电势）， 374-376 
in half space (半平面的电势）， 376-377 
between planes ( 平面之间的电势 ），377 
between plates ( 金属板之间的电势〉， 390, 411 
Elements of function ( 函数元素 ），82 
Elliptic integral ( 捕圆积分）， 3 9 8 
Entire function ( 整函数）， 70 ， 165-166 
Equipotentials ( 等位势〉， 373, 381 
Essential singular point ( 本性奇点 ），232 

behavior near ( 本性奇点附近的性质）， 232, 249- 
250 

Euler numbers ( 欧拉数 ），220 
Euler’s formula ( 欧拉公式 〉，16 
Even function ( 偶函数）， 116 ， 252-253 
Expansion ( 扩张）， 299, 346 

Exponential form of complex numbers (复数的指数形 
式）， 15-17 

Exponential function ( 指数函数）， 87-89，99 
inverse of ( 指数函数的反函数）， 349-350 
mapping by ( 指数函数的映射）， 40-42 
Extended complex plane ( 扩张复平面）， 48 ， 302 ， 
308 

Exterior point ( 外点 ），30 

F 

Field intensity ( 场强 ），373 


Fixed point ( 不动点 ），312 
Fluid ( 流体） 

circulation of ( 流体的环流 ），379 
incompressible ( 流体的不可压缩 ），380 
pressure of ( 流体的压力 ），380 
rotation of ( 流体的旋转 ），380 
velocity of ( 流体的速度 ），379 
Fluid flow ( 流体流动） 

around airfoil ( 沿翼剖面的流体流动 ）， 390 
in angular region ( 角形区域内的流体流动 ）， 3 87 
in channel ( 通道内的流体流动）， 406-411 
circulation of ( 流体流动的环琉 ），379 
complex potential of ( 流体流动的复势 ），382 
around corner ( 沿拐角的流体流 动〉， 383-385 
around cylinder ( 沿柱面的流体流动）， 385-386 
irrotational ( 不旋转的流体流动 ），380 
around plate ( 沿板的流体流动 ），388 
in quadrant ( 象限内的流体流动）， 384-385 
in semi-infinite strip (半无限带状区域内的流体流 
动 ），387 

over step ( 阶跃性的流体流动）， 414-415 
Flux of heat ( 热流 ），361 
Flux lines ( 流线 ），374 
Formula ( 公式） 

binomial ( 二项式公式 ），7 
Cauchy integral ( 柯西积分公式）， 157-158 
de Moivre’s (de Moivre 公式 ），20 
Eulers ( 欧拉公式 ），16 
Poisson integral ( 泊松积分公式）》 417-435 
quadratic ( 二次公式 ），29 
Schwarz integral ( 施瓦兹积分公式）， 427-429 
(See also specific formulas , for example : Differ¬ 
entiation formulas) ( 可参考特殊公式，例如：微 
分公式） ' 

Fourier, Joseph, 361n 

Fourier integral ( 傅里叶积分）， 260 ， 269n. 

Fourier series ( 傅里叶级数 ）， 200 
Fourier*s law ( 傅里叶法则 〉， 361 
Fresnel integrals (Fresnel 积分 ）， 266 
Function (s) ( 函数） 

analytic {See Analytic function) ( 解析函数（参考 
Analytic function)) 
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antiderivative of ( 函数的原函数）， 113 ， 135-138 

Bessel ( 贝塞尔函数）， 200w. 

beta (beta 函数）， 277, 398 

bounded ( 有界函数〉， 53, 248 

branch of ( 分支函数 ），93 

principal ( 函数的主值支 >, 93, 98, 325 

composition of ( 函数的复合）， 51 ， 58* 71 

continuous ( 连续函数 ），51 

derivatives of ( 函数的导数）， 54-57 

differentiable ( 可微函数 ），54 

domain of definition of ( 函数的定义域 ）， 33 

elements of ( 函数元素 ），82 

entire ( 整函数）， 70 ， 165-166 

even ( 偶函数）， 116, 252-253 

exponential ( See .Exponential function ) (指数函数 

( 参考指数函数 ）） 

gamma (gamma 函数 ），273 

harmonic {See Harmonic function) ( 调和函数（参 
考调和函数 ）） 

holomorphic ( 全纯函数）， 70n. 

hyperbolic (See Hyperbolic functions ) (双曲线函 

数（参考双曲线函数 )） 

impulse ( 脉冲函数〉， 425-426 

inverse ( 函数的反函数 ）， 308 

limit of ( 函数极限）， 43-48 

involving point at infinity ( 涉及无穷远点的函数）， 
48-51 

local inverse of ( 函数的局部反函数 ）， 348 
logarithmic (See Logarithmic function ) (对数函数 
( 参考对数函数 )） 
meromorphic ( 亚纯函数）， 281-282 
multiple-valued ( 多值函数）， 35，335 
odd ( 奇函数 ），116 

piecewise continuous ( 分段连续函数）， 113，122 

principal part of ( 函数的主要部分 ），231 

range o{ ( 函数的值域 ），36 

rational ( 有理函数）， 34, 253 

real-valued ( 实值函数）， 34 ， 111 ， 113 ， 120，131 

regular ( 正则函数）， 70n. 

stream ( 流函数）， 381-383 

trigonometric {See Trigonometric functions ) (三角 
函数（参考三角函数 ）） 


value of ( 函数值 ），33 

zeros of (.See Zeros of functions) ( 函数的零点（参 
考函数的零点 ）） 

Fundamental theorem ( 基本定理） 
of algebra ( 代数基本定理）， 16S 
of calculus ( 微积分基本定理）， 113，135 

G 

Gamma function (Gamma 函数 ），273 
Gauss's mean value theorem ( 髙斯中值定理 〉， 168 
Geometric series ( 几何级数）， I 8 7 
Goursat, E. , 144 

Gradient ( 梯度 ）， 71-72, 356-357，360 
Green’s theorem ( 格林定理）， 143, 379 

H 

Harmonic function ( 调和函数）， 75-78, 381 
conjugate of 〈调 和函数的共辗）， 77, 351-353 
maximum and minimum values of (调和函数的最 
大值和最小值）， 171-172, 373 
in quadrant ( 象限内的调和函 数 ）， 435 
in semicircular region ( 半圆区域内的调和函数）， 
423-424，436 

transformations of ( 调和函数的映射）， 353-355 
Holomorphic function ( 全纯函数）， 70n. 
Hydrodynamics ( 流体动力学 ），379 
Hyperbolic functions ( 双曲函数）， 105-106 
inverses of ( 双曲函数的反函数 ），109 110 
zeros of ( 双曲函数的零点 ），106 


Image of point ( 像点 ），36 
inverse ( 煩象 〉，36 
Imaginary axis ( 虚轴 ），1 

Improper real integrals ( 实广义积分）， 251-275 
Impulse function ( 脉冲函数）， 425-426 
Incompressible fluid ( 流体的不可压縮 ），380 
Independence of path ( 与路径无关）， 127, 135 
Indented paths ( 不规则路径）， 267-270 
Inequality ( 不等式） 

Cauchy’s ( 柯西不等式 >，165 
Jordan’s ( 若尔当不等式 ），262 
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triangle ( 三角不等式）， 10，14 
Infinity ( 无穷远） 

point at ( 无穷远点）， 48-49 
residues at ( 无穷远点的留数 ）， 22 8 
Integral (s) ( 积分） 

Bromwich (Bromwich 积分 ），288 

Cauchy principal value of ( 柯西主值积分）， 251- 

253 • 

contour ( 围道积分）， 122-124 

definite ( 定积分）， 113-116 ， 278-280 

elliptic ( 椭圆积分 ），398 

Fourier ( 傅里叶积分）， 260, 269w. 

Fresnel (Fresnel 积分）， 25 6 
improper real ( 实广义积分）， 251-275 
line ( 线积分）， 122, 352 
modulus of ( 积分的模）， 114 ， 130-133 
Integral transformation ( 积分映射 ），419 
Interior point ( 内点 ），30 
Intersection of domains ( 区域的交集 ），81 
Inverse (jStu) 

function ( 反函数 ），308 

image of point ( 原象 ）， 36 

Laplace transform (逆拉普拉斯映射）， 288-291 

local ( 局部逆元 ），348 

point ( 反演点）， 302, 417 

z-transform (z- 逆映射）， 1" 

Inversion ( 反演 ），302 
Irrotational flow ( 无旋转的流动 ），380 
Isogonal mapping ( 保角映射）， 3 4 5 
Isolated singular point ( 孤立奇点 ），221 
Isolated zeros ( 孤立零点 ），240 
Isotherms ( 等温线 ），363 

J 

Jacobian ( 雅可比 ），348 

Jordan, C ( 若尔当）， 117 

Jordan curve ( 若尔当曲线）， 1 口 

Jordan curve theorem (若尔当曲线定理 ），120 

Jordan’s inequality ( 若尔当不等式〉， 262 

Jordan's lemma ( 若尔当引理）， 262-265 

Joukowski airfoil ( 茄可夫斯基翼剖面 〉，389 


L 

Lagrange’s trigonometric identity ( 拉格朗日恒等式）， 
22 

Laplace transform ( 拉普拉斯变换 ），288 
inverse ( 逆拉普拉斯变换）， 288-291 
Laplace's equation ( 拉普拉斯方程）， 75 ， 79 ， 362- 
363, 381 

Laurent series ( 洛朗级数）， 190-195 

Laurent’s theorem ( 洛朗定理）， 1 今 0 

Legendre polynomials ( 勒让德多项式）， 116m .， 

164«. 

Level curves ( 水平曲线）， 79-80 
Limit (s) ( 极限） 

of function ( 函数极限）， 43-46 

involving point at infinity ( 无穷远点的极限〉， 48- 

51 

of sequence ( 序列的极限 ），175 
theorems on ( 极限定理）， 46-48 
Line integral ( 线积分）， 122，352 
Linear combination ( 线性组合 ），74 
Linear fractional transformation ( 线性分式映射）， 
307-311 

Linear transformation ( 线性映射）， 299-301 
Lines of flow ( 流线 ），363 
Liouville’s theorem ( 刘维尔定理）， 165-166 
Local inverse ( 局部逆 ），348 
Logarithmic function ( 对数函数）， 90-96 
branch of ( 对数函数的分支 ）， 93 
mapping by ( 对数函数的映射〉， 316, 318 
principal branch of ( 对数函数的主值支 ），93 
principal value of ( 对数函数的主值 ），92 
Riemann surface for ( 黎曼曲面的对数函数）， 335- 
337 

M 

Maclaurin series ( 麦克劳林级数 ），183 
Mapping ( 映射 ），36 

conformal {See Comformal transformation ) (保形 

映射（参考保形映射 ）） 

by exponential function ( 指数函数的映射）， 40-42 
isogonal ( 等角映射 ），345 
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by logarithmic function ( 对数函数的映射）， 316, 
318 

one to one {See One to one mapping ) (一一映射 
( 参考 一一 映射 )） 

of real axis onto polygon (映实轴为多边形的映 
射）， 391-393 

by trigonometric functions ( 三角函数的映射）， 
318-322 

{See also Transformation) ( 参考映射） 

Maximum and minimum values ( 最大最小值〉， 130 ， 
167-171 ， 373 

Maximum modulus principle ( 最大模原理 ）， 169 
Meromorphic function ( 亚纯函数）， 281-282 
Modulus ( 模）， 8-11 

of integral ( 积分的模）， 114, 130-133 
Morera, E. ( 莫勒拉 ），162 
Morera’s theorem ( 莫勒拉定理 ），162 
Multiple~valued function ( 多值函数）， 35，335 
Multiplication of power series ( 幂级数的乘法）， 215- 
217 

Multiply connected domain ( 多连通区域）， 149-151 

N 

Neighborhood ( 邻域）， 29-30 
deleted ( 去心邻域 ），30 
of point at infinity ( 无穷远点的邻域 ）， 49 
Nested intervals ( 区间套 ），156 
Nested squares ( 方形套）， 146, 156 
Neumann problem ( 诺伊曼问题 ），353 
for disk ( 圆盘内的诺伊曼问题 ），434 
for half plane ( 半平面内的诺伊曼问题）， 
for region exterior to circle (圆外区域的诺伊曼问 
题 ），434 

for semicircular region (半圆区域内的诺伊曼问 
题 ），436 
Number ( 数） 

complex ( 复 数 〉， 1 
winding ( 卷绕数 ），281 

o 

Odd function ( 奇函数 ），116 

One to one mapping ( 一一映射）， 37-40 ， 301 ， 308, 


315 ， 318-321, 325-326, 332, 336 
Open set ( 开集 ），30 

P 

Partial sum of series ( 级数的部分和 ）， 178 
Picard’s theorem (Picard 定理）， 232, 249 
Piecewise continuous function ( 分段连续函数）， 113, 
122 

Point at infinity ( 无穷远点）， 48-49 

limits involving ( 无穷远点的极限）， 48-51 
neighborhood of ( 无穷远点的邻域 ）， 49 
Poisson integral formula ( 泊松积分公式）， 417-435 
for disk ( 圆盘内的泊松积分公式 ），419 
for half plane ( 半平面内的泊松积分公式 〉，429 
Poisson integral transform ( 泊松积分公式）， 419-420 
Poisson kernel ( 泊松核 ），419 
Poisson's equation ( 泊松方程 ），359 
Polar coordinates ( 极坐标系）， 15 ， 34, 39 ， 65-68 
Polar form ( 极坐标 形式〉 

of Cauchy-Riemann equations ( 柯 西 - 黎曼方程的极 
坐标形式）， 65-68 

of complex numbers ( 复数的极坐标形式 〉，15 
Pole (s) ( 极点） 

number of ( 极点的个数）， 247, 282 

order of ( 极点的级数）， 231, 234 ， 239, 242, 

246 ， 282 

residues at ( 极点的留数）， 234-235, 243 
simple ( 简单极点）， 231 ， 243, 267 
Polynomial (s) ( 多项式） 

Chebyshev ( 切比雪夫多项式）， 22n. ,, 

Legendre ( 勒让德多项式）， 1167*. , 164«. 
zeros of ( 多项式的零点）， 166, 172, 286-287 
Potential ( 势） 

complex ( 复势 ），382 

electrostatic (See Electrostatic potential ) (电势 
( 参考电势 ）） 
velocity ( 速度势 ），381 
Power series ( 幂级数 ），180 

Cauchy product of ( 幕级数的柯西乘积 ），216 
convergence of ( 幂级数的收敛）， 200-204 
differentiation of ( 幂级数的微分 〉，209 
division of ( 幂级数的除法分割）， 217-218 



integration of ( 幂级数的可积性 ）， 207 
multiplication of ( 幂级数的乘法）， 215-217 
uniqueness of ( 幂级数的唯一性 ），210 
Powers of complex numbers ( 复数的幂）， 20 ， 96-99 
Pressure of fluid ( 流体的压力 ）， 380 
Principal branch of function (i 数的主值支）， 93 ， 
98, 325 

Principal part of function ( 函数的主要部分 ），231 
Principal value ： ( 主谭） 

of argument ( 幅角的主值 ）， 15 
Cauchy ( 柯西主 值〉， 251-253 
of logarithm ( 对数的主值 ）， 92 
of powers ( 幂的主值 ），98 
Principle ： ( 原理） 

argument ( 幅角原理）， 281-284 
of deformation of paths ( 路径 变形原理 〉， 152 
maximum modulus ( 最大模原理）， 167-171 
reflection ( 反射原理）， 82-84 
Product , Cauchy ( 柯西乘积 ），216 
Punctured disk ( 去心圆盘）， 30, 192, 217, 223 
Pure imaginary number ( 纯虚数 ），1 

Q 

Quadratic formula ( 二次 ），29 

R 

Radio-frequency heating ( 热射频 )，259 
Range of function ( 函数的值域 ）， 36 
Rational function ( 有理函数）， 34，253 
Real axis ( 实轴 ），1 

Real-valued function ( 实值函数）， 34 ， 111 ， 113, 
120, 131 

Rectangular coordinates ( 直角坐标系） 

Cauchy-Riemann equations in (直角坐标系内的柯 
西 - 黎曼方程 ），62 

complex number in ( 直角坐标系内的复数 ），8 
Reflection ( 反射）， 11 ， 36, 82，302 
Reflection principle ( 反射原理）， 82-84 
Regions in complex plane ( 复平面内的区域）， 29-31 
Regular function ( 正则函数）， 70n. 

Remainder of series ( 级数的余项）， 179-180 
Removable singular point ( 可去奇点）， 232，248 


Residue theorems ( 留数定理）， 225，228 
Residues ( 留数 > ， 221-225 

applications of ( 留数的应用）， 251-295 
at infinity ( 留数在无穷远点）， 228n. 
at poles ( 留数在极点）， 234-235, 243 
Resonance ( 共 振 〉， 298 
Riemann, G. F. B. ( 黎曼 ），62 
Riemann sphere ( 黎曼球面 ）， 49 
Riemann surfaces ( 黎曼曲面）， 335-340 
Riemann’s theorem ( 黎曼定理 ）， 248 
Roots of complex numbers ( 复数的根）， 22-24, 96 
Rotation ( 旋 转〉， 36, 299-301 
angle of ( 旋转角 ）， 344 
of fluid ( 流体的旋转 ）， 380 
Rouch&’s theorem ( 儒歇定理）， 284, 287 

S 

Scale factor ( 比例因子 ）， 346 
Schwarz, H. A. ( 施瓦兹 >, 395 
Schwarz-Christoffel transformation ( 施瓦兹-克里斯 
托费映射）， 391-413 

onto degenerate polygon ( 退化多边形上的施瓦兹 - 
克里斯托费映射）， 401-403 

onto rectangle ( 矩形区域上的施瓦兹-克里斯托费 
映射）， 400-401 

onto triangle ( 三角形区域上的施瓦兹-克里斯托费 
映射）， 397-399 

Schwarz integral formula ( 施瓦兹积分公式）， 427- 
429 

Schwarz integral transform ( 施瓦兹积分映射 ），429 
Separation of variables，method of ( 分离变量法）， 
367 ， 378 

Sequence ( 序列）， 175-177 
limit of ( 序列的极限 ），175 
Series ( 级数）， 175-220 
Fourier ( 傅里叶级数 ），200 
geometric ( 几何级数 ），187 
Laurent ( 洛朗级数）， 190-195 
Maclaurin ( 麦克劳林级数 )，183 
partial sum of ( 级数的部分和 ），178 
power (See Power series) ( 幂级数（参考幕级 
数 ）） 
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remainder of ( 级数的余项）， 179-180 
sum of ( 级数的和 ），178 
Taylor ( 泰勒级数）， 182-185 
(See also Convergence of series) ( 参考级数的收敛） 
Simple arc ( 简单弧线 ）， 117 

Simple closed contour ( 简单闭围道）， 120 ， 142 ， 
151 

positively oriented ( 正定向的简单闭围道）， 1 4 2 
Simple closed curve ( 简单闭曲线 ）， 117 
Simple pole ( 简单极点）， 231 ， 243，267 
Simply connected domain ( 单连通区域）， 149-150 ， 
352 

Singular point ( 奇点 ），70 

essential ( 本性奇点）， 232, 249-250 
isolated ( 孤立奇点 ），221 
removable ( 可去奇 点〉， 232, 248 
(See also Branch point ； Pole) ( 参考支点；奇 
点） 

Sink ( 漏）， 407, 408 
Smooth arc ( 光滑弧线 ）， 120 
Source ( 源）， 407，408 
Stagnation point ( 停滞点 ）， 4 08 
Stereographic projection ( 球极射影 ）， 49 
Stream function ( 流函数）， 381-383 
Streamlines ( 流线）， 3 呂 1 

Successive transformations ( 逐次映射）， 300« 307 ， 
315-318 ， 322-324, 333-334 
Sum of series ( 级数和 ），178 

T 

Table of transformations ( 映射表）， 441-449 
Taylor series ( 泰勒级数）， 182-185 
Taylor’s theorem ( 泰勒定理）， l 82 
Temperatures, steady ( 稳定温度）， 361-363 

in cylindrical wedge ( 柱形楔的稳定温度）， 370- 

371 

in half plane ( 半平面内的稳定温度）， 363-365 
in infinite strip ( 无穷带形区域内的稳库温度>， 
364 ， 372-373 

in quadrant ( 象限内的稳定温度）， 368-370 
in semicircular plate ( 半圆盘区域内的稳定温度）， 

372 


in semi-elliptical plate (半捕圆形区域内的稳定温 
度 ），373 

in semi-infinite strip (半无穷带形区域内的稳定温 
度）， 365-367 

Thermal conductivity ( 热传导 ），361 
Transform ( 映射，变换） 

Laplace ( 拉普拉斯变换 ）， 2 88 
inverse ( 逆变换）， 288-291 
Poisson integral ( 泊松积分映射）， 419-420 
Schwarz integral ( 施瓦兹积分映射 ），429 
^-transform (z- 映射 ），199 
Transformation (s) ( 映射） 
bilinear ( 双线性映射 ），307 

of boundary conditions ( 边界条件的映射）， 355- 
358 

conformal ( 保形映射）， 343-350 

critical point of ( 映射的临界点 ），345 

of harmonic functions ( 调和函数的映射）， 353-355 

integral ( 积分映射 ），419 

linear ( 线性映射）， 299-301 

linear fractional ( 线性分式映射）， 307-311 

Schwarz-Christoffel ( 施瓦兹 - 克里斯托费映射）， 

391-413 

successive ( 逐次映射）， 300 ， 307 ， 315-318 ， 322- 
324, 333-334 

table of ( 映射表）， 441-449 
(See also Mapping) ( 参考映射） 

Translation ( 平移）， 35, 300 
Triangle inequality ( 三角不等式）， 10，14 
Trigonometric functions ( 三角函数）， 100-103 
identities for ( 三角函数恒等式）， 101-102 
inverses of ( 三角函数的逆函数）， 108-109 
mapping by ( 三角函数的映射）， 318-322 
zeros of ( 三角函数的零点 ），102 
Two-dimensional fluid flow ( 二维流体流动）， 379- 
381 

U 

Unbounded set ( 无界集 ），31 
Uniform convergence ( 一致收敛 ），202 
Union of domains ( 区域的并 ），82 
Unity，roots of ( 单位根）， 25-26 





)le component ( 不稳定分支）， 2兆 


w 


absolute ( 绝对值 ），8- 9 
inction ( 函数的绝对值 ）， 33 
field ( 向量场 ），43 
s ( 向量 >, 8-9 
ty of fluid ( 流体速度 ），379 
ty potential ( 速度位势）， 3 呂 1 
ity ( 粘性 ），380 


Winding number ( 环绕数 ），281 

Z 

Zeros of functions ( 函数零点）， 102, 1( 
isolated ( 函数零点的孤立性 ），240 
number of ( 函数零点的个数）， 282，2 
order of ( 函数零点的级数）， 239 ； 24 ； 
z-transform( 2 ： - 映射 ），199 









